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《高等数学（理工类）》是顺应“互联网＋”的发展趋势，推进信息技术

与教育教学的全面深度融合而建成的一本立体化教材．
本教材的编者均来自高职数学教学一线，具有丰富的教学实践经验，

体现了“理实一体”“线上线下”“课程思政”等新的教育教学理念，实现了

培养应用型技术人才的培养目标．将传统纸质教材与声音、视频、动漫等

数字化资源有机结合，形成了融信息技术于一体的立体化教材．
本教材共十个单元，主要内容包括：函数和极限、导数与微分、导数的

应用、不定积分、定积分及其应用、线性代数初步、微分方程、无穷级数、多
元函数微积分、Ｍａｔｌａｂ 数学实验．本教材可以作为高职高专院校公共基础

课教材，也可作为广大青年朋友学习的参考书．
本教材具有以下特色：
１．注重“结构模块化” ．本教材分为五个模块，即一元函数微积分基础

篇、线性代数初步篇、应用篇、拓展篇、数学实验篇．
２．注重“内容任务化” ．依据任务驱动教学理念，采用反向教学设计，

每一单元按照“任务提出→引例→归纳数学知识→知识应用→任务解决

（结合 Ｍａｔｌａｂ 软件）→数学建模→数学文化（课程思政）”进行编写．
３．注重“形式立体化” ．本教材相应知识点旁边配有二维码，学生可以

通过扫一扫的方式观看相应微视频．同时在“爱课程·中国大学慕课”平
台上配套建成了《高等数学（理工类）》精品在线开放课程，力图为学生打

造立体化的学习空间．
４．注重“专业融合” ．突出数学知识与专业应用的结合，每一单元的任

务、案例尽可能贴近生活、结合专业，做到“浅显易懂，深入浅出，引人入

胜” ．如“导数与微分”这一单元，用买房贷款作为任务驱动；“定积分及其

应用”这一单元，用电学中的“谐波分析”作为任务驱动等．既体现了数学

的实用性，又体现了趣味性．
５．注重“理实一体” ．将 Ｍａｔｌａｂ 软件和数学建模案例融入每一单元，注

重数学工具软件的使用和“用数学”的理念，“理实一体”既提高学生“用
数学”解决实际问题的能力，又培养学生的创新意识和创新能力．
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６．注重“课程思政” ．每单元都选取数学史、数学文化等内容，并挖掘

数学概念中蕴含的哲学道理，编入教材中，潜移默化实现课程思政．
本教材由张秀英、李静担任主编，张媛、余敏、徐玉春担任副主编．编

者具体分工如下：第 １ 单元，张媛；第 ２、５ 单元，徐玉春；第 ３ 单元，张秀

英；第 ４ 单元，余敏；第 ６ 单元，周素静；第 ７、８ 单元，李静；第 ９ 单元，赵豪

杰；第 １０ 单元及前面各章中的数学实验，李海燕．
本教材在编写过程中得到了郑州铁路职业技术学院、河南工业贸易

职业学院的大力支持，在此表示衷心的感谢！ 同时我们参阅了同行许多

新的研究成果，在此一并表示感谢！
由于编者水平有限，书中难免有不足之处和错误，恳请广大读者提出

宝贵的意见和建议，以便修订时加以完善．

编者

２０２４ 年 ６ 月
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单元 １　 函数和极限

高等数学的核心是微积分及其应用．微积分是科学史上的重大发明，它在物理学、天文

学、工程技术、经济学、管理学及生物学等领域的应用都十分广泛．函数是微积分研究的基本

对象，极限是研究微积分的基本概念和重要工具，极限的思想方法贯穿整个高等数学．
本单元首先提出任务，之后将介绍初等函数的概念，学习极限和连续的概念以及相关应

用，并学习 Ｍａｔｌａｂ数学软件的基本操作，了解用 Ｍａｔｌａｂ 软件求极限，然后利用这些知识解决

本单元提出的任务．

知识目标：理解函数的概念，掌握基本初等函数及其特性；掌握复合函数的分解，会求初

等函数的定义域；理解极限的概念，掌握极限的计算方法；理解函数连续的概念，会判断函数

在指定点处的连续性，会求初等函数的连续区间；了解闭区间上连续函数的性质．
能力目标：能应用函数和极限解决简单的实际问题；能用 Ｍａｔｌａｂ数学软件求极限．
素质目标：培养学生的数学思维、数学应用能力；培养学生的数学素养；培养学生的创新

精神．

任务一　 【哪一家公司费用较便宜】
甲、乙两家出租车公司，已知甲出租车公司提供的汽车每天租金 ３２０ 元，每千米的附加

费用为 １．２元；其竞争对手乙出租车公司提供的汽车每天租金 ４００ 元，每千米的附加费用为

０．８元．如何判断哪一家公司费用较便宜？
任务二　 【贷款的还款总额】
某厂家 ２０１９年 ２月 １５日购买了一台生产设备，向银行贷款 １００万元，以复利计息，年利

率为 ８％，２０２９年 ２月 １５日到期一次性还本付息．若按连续复利计算，试确定贷款到期时的

还款总额．
任务三　 【圆的面积】
设圆的半径为 ｒ，试用“割圆法”证明圆的面积公式 Ｓ圆 ＝πｒ２ ．
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１．１　 函数

引例 １　 半径为 ｒ 的圆的面积为 Ｓ＝πｒ２ ．随着半径 ｒ 的变化，面积 Ｓ 也随之变化，因此，在
该问题中，ｒ 和 Ｓ 都是变量．当 ｒ 取定某一数值时，则 Ｓ 也随之有一个确定的数值与之对应，如
ｒ＝ １ ｃｍ时，Ｓ≈３．１４ ｃｍ２ ．

引例 ２　 工商银行的人民币整存整取定期储蓄，２０１９年调整后的存期与年利率如表 １．１
所示．

表 １．１

存期 三个月 半年 一年 二年 三年 五年

年利率（％） １．３５ １．５５ １．７５ ２．２５ ２．７５ ２．７５

　 　 观察引例 １中半径 ｒ 与面积 Ｓ 的关系，引例 ２ 中存期与年利率的关系，虽然两例的实际

意义、表示形式都不相同，但具有共同之处：一个变量的值取决于另一个变量的值，或者说一

个量的变化会引起另一个量的变化，函数关系就是描述这种联系的一个法则．

　 函数的定义

１．１．１　 函数的概念

１．函数的定义

某一变化过程中可以取不同数值的量叫变量，而始终保持相同数值的量叫常

量．
变量与变量之间经常是相互依赖、相互制约的，一个变量的变化会引起另一个变量随之

发生变化，这两个量之间就有了函数关系．
例如，球的体积和球半径的关系，大气压强和海拔高度的关系，放射性物质的质量和时

间的关系，个人所得税的应纳税额和收入的关系等，每一个问题中的两个变量之间都有着函

数关系．

定义 １．１　 设 ｘ，ｙ 是两个取实数值的变量，ｘ 取值的集合是非空集 Ｄ．如果按照某个

对应法则 ｆ，对于 Ｄ 中的每一个 ｘ 的值，都有唯一确定的 ｙ 值和它对应，那么就称 ｙ 是 ｘ
的函数，记作 ｙ＝ ｆ（ｘ），称 ｘ 是自变量，ｙ 是因变量，Ｄ 是函数的定义域，与 ｘ 值相对应的 ｙ
值叫作函数值，函数值的集合叫作函数的值域．

函数的记号除 ｆ（ｘ）外，还常用 Ｆ（ｘ）、Ｇ（ｘ）、Ｑ（ｐ）、Ｓ（ｐ）、Ｌ（ｑ）、Ｃ（ｑ）等记号来表示．
许多年前，瑞士数学家欧拉（１７０７—１７８３）首创了一种符号来表示“ｙ 是 ｘ 的函数”：ｙ ＝

ｆ（ｘ） ．当 ｘ０∈Ｄ 时，函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处的函数值记作 ｆ（ｘ０）或 ｙ ｜ ｘ＝ｘ０ ．
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上面定义的函数也叫作单值函数，定义要求“对于 Ｄ 中的每一个 ｘ 的值，都有唯一

确定的 ｙ 值和它对应” ．如果把这句话中的“唯一”二字去掉，并修改为“对于 Ｄ 中的每一

个 ｘ 的值，都有确定的 ｙ 值和它对应，并且至少有一个 ｘ 值与多个 ｙ 值相对应”，那么这

样定义的函数叫作多值函数．

例如，方程 ｙ２ ＝ ｘ，对于［０，＋∞ ）上的每一个 ｘ 值，ｙ 都有确定的值和它对应，并且对任意

一个大于零的 ｘ，都有两个 ｙ 值：ｙ１ ＝ ｘ和 ｙ２ ＝ － ｘ与 ｘ 相对应．所以这个方程确定了一个以 ｘ
为自变量、ｙ 为因变量的多值函数．

说明：本书对多值函数不作讨论，以后说到函数，若无特别声明，都指单值函数．
２．函数的表示法

函数的表示方法，常用的有三种，即公式法（又称解析法）、表格法和图象法．
例如，ｙ ＝ ４ｘ３＋２ｌｎｘ 就是用公式法表示的函数；我们的成绩单、银行的存款利率表、财务

报表等用的都是表格法；股市的综合指数即时图、医院心电监护仪屏幕上显示的患者心电图

等就是用图象法表示出来的函数关系．

函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）的定义域 Ｄ 是自变量 ｘ 的取值范围．函数关系 ｙ＝ ｆ（ｘ）实质上是由其定

义域 Ｄ 和对应法则 ｆ 所确定的．求函数定义域时，一般需要考虑以下几个方面：
（１）分式函数分母不能为零；
（２）开偶次方时，被开方部分非负；
（３）对数函数，真数大于零．
若函数同时含有以上几种情况，则取其交集．

例 １　 已知函数 ｆ（ｘ）＝ ２
＋ｘ
３－ｘ
，求：（１） ｆ（ｘ）的定义域；（２） ｆ（－１），ｆ（ｘ＋１） ．

解　 （１）要使函数有意义，需满足 ３－ｘ＞０，即 ｘ＜３，故函数 ｆ（ｘ）的定义域为（－∞ ，３） ．

（２） ｆ（－１）＝ １
２
，ｆ（ｘ＋１）＝ ３

＋ｘ
２－ｘ

．

３．分段函数

在定义域的不同范围内，由不同公式表示的函数关系叫作分段函数．

例如，绝对值函数 ｙ＝ ｜ ｘ ｜ ＝
ｘ，　 ｘ≥０，
－ｘ，ｘ＜０{ 是分段函数，它的图象如图 １－１所示．

再如，某网络运营商的 ４Ｇ手机上网流量包，每月 ３０元，包 ５００ Ｍ国内流量，超出 ５００ Ｍ
后按 ０．２９元 ／Ｍ收费．如果用 ｔ 表示每月上网使用的流量（单位：Ｍ），ｙ 表示上网费用，则有

ｙ＝
３０，　 　 　 　 　 　 　 ０≤ｔ≤５００，
３０＋０．２９（ ｔ－５００），ｔ＞５００．{

这个函数的图象如图 １－２所示．
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图 １－１
　 　 　 　

图 １－２

１．１．２　 函数的基本性质

函数的单调性、奇偶性、周期性，这三种特性在中学已有详细描述，此处不再介绍，下面

说明有界性．
设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在数集 Ｄ 上有定义，如果存在一个正数 Ｍ，对 Ｄ 中的任一 ｘ，相应的函数

值 ｆ（ｘ）都满足 ｜ ｆ（ｘ） ｜≤Ｍ，那么称函数 ｆ（ｘ）在 Ｄ 上是有界的，也说 ｆ（ｘ）是 Ｄ 上的有界函数；
如果不存在这样的正数 Ｍ，则称函数 ｆ（ｘ）在 Ｄ 上是无界的，也说 ｆ（ｘ）是 Ｄ 上的无界函数．

例如，对任意的 ｘ∈Ｒ 都有 ｜ ｓｉｎｘ ｜≤１， ２ｃｏｓ １
３
ｘ ≤２，所以 ｙ＝ ｓｉｎｘ、ｙ ＝ ２ｃｏｓ １

３
ｘ 在它们的

定义域（－∞ ，＋∞ ）上都是有界函数；而函数 ｙ ＝ ２ｘ３－ｘ 在它的定义域（－∞ ，＋∞ ）上是无界函

数．
当函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在数集 Ｄ 上有界时，它在 Ｄ 上的图象一定在两条平行线 ｙ ＝Ｍ 和 ｙ ＝ －Ｍ

之间．
１．１．３　 初等函数

１．基本初等函数

常值函数 ｙ＝Ｃ（Ｃ 为常数）、幂函数 ｙ ＝ ｘα、指数函数 ｙ ＝ ａｘ（ａ＞０，且 ａ≠１）、对数函数ｙ＝
ｌｏｇａｘ（ａ＞ ０，且 ａ≠１）、三角函数 ｙ ＝ ｓｉｎｘ，…， ｙ ＝ ｃｓｃｘ 以及反三角函数 ｙ ＝ ａｒｃｓｉｎｘ，…，
ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ，这六大类函数称为基本初等函数．

在此给出三个常用的反三角函数的图象及性质，见表 １．２，其他几类基本初等函数的图

象及特性不再一一列出．
表 １．２

函数及其定义域、值域 图　 　 象 特　 　 性

ｙ＝ａｒｃｓｉｎｘ
定义域：［－１，１］

值域： － π
２ ，
π
２[ ]

奇函数

单调增加

有界



６　　　　

ｙ＝ａｒｃｃｏｓｘ
定义域：［－１，１］
值域：［０，π］

单调减少

有界

ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ
定义域：（－∞ ，＋∞ ）

值域： － π
２ ，
π
２( )

奇函数

单调增加

有界

复合函数

　 　 ２．复合函数

设函数 ｙ＝ ｆ（ｕ）＝ ｕ ，ｕ＝φ（ｘ）＝ ｘ２＋１，把 ｕ＝φ（ｘ）＝ ｘ２＋１代入 ｙ＝ ｆ（ｕ）＝ ｕ中，

就得到了一个新的函数 ｙ＝ ｆ［φ（ｘ）］ ＝ ｘ２＋１ ．得到这个函数的过程叫作函数的复

合过程，这个函数叫作 ｘ 的复合函数．

定义 １．２　 设 ｙ 是 ｕ 的函数，即 ｙ＝ ｆ（ｕ），其定义域为 Ａ．ｕ 又是 ｘ 的函数，即ｕ＝φ（ｘ），
其值域为 Ｂ．如果 Ａ∩Ｂ≠∅，那么称以 ｘ 为自变量的函数 ｙ＝ ｆ［φ（ｘ）］为由ｙ＝ ｆ（ｕ）和 ｕ ＝
φ（ｘ）复合而成的复合函数，ｘ 是自变量，ｕ 称为中间变量．

必须注意，并不是任意两个函数都可以复合成一个复合函数．例如，函数 ｙ ＝ ｕ 和

ｕ＝ －ｘ２－１就不能复合成 ｙ ＝ －ｘ２－１ ，因为函数 ｙ ＝ ｕ 的定义域 Ａ 为［０，＋∞ ），函数

ｕ＝ －ｘ２－１的值域 Ｂ 为（－∞ ，－１］，不符合条件 Ａ∩Ｂ≠∅．

复合函数的概念可以推广到两个以上函数复合的情况．例如，函数 ｙ ＝ ３ ２ｘ－１是由ｙ＝ ３ｕ，

ｕ＝ ｖ，ｖ＝ ２ｘ－１三个函数复合而成，其中 ｕ，ｖ 都是中间变量，ｘ 为自变量．复合函数 ｙ ＝ ３ ２ｘ－１的

定义域为
１
２
，＋∞é

ë
êê

ö

ø
÷ ．

研究复合函数时，有时需要把几个函数复合成为一个函数，有时又要弄清一个复合函数

是由哪几个简单函数复合而成的．这里说的简单函数是指基本初等函数，以及由它们的和、
差、积、商所构成的函数．
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例 ２　 说出下列复合函数是由哪些简单函数复合而成的，并说出其定义域：

（１）ｙ＝ ｌｎ ｘ＋１ ；　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）ｙ＝ｓｉｎ２（２ｘ－３） ．

解　 （１）函数 ｙ＝ ｌｎ ｘ＋１可以看成是由简单函数 ｙ＝ ｌｎｕ，ｕ＝ ｖ和 ｖ ＝ ｘ＋１ 复合而成的，定
义域为（－１，＋∞ ） ．

（２）函数 ｙ＝ｓｉｎ２（２ｘ－３）可以看成是由简单函数 ｙ＝ｕ２，ｕ＝ｓｉｎｖ 和 ｖ＝ ２ｘ－３复合而成的，定
义域为（－∞ ，＋∞ ） ．

注意：求复合函数的定义域时，要考虑其复合过程中各简单函数的定义域．
３．初等函数

由基本初等函数经过有限次四则运算以及有限次复合步骤而构成的，并能用一个数学

式子表示的函数叫初等函数．
例如，复合函数 ｙ ＝ ｓｉｎ３ｘ，多项式函数 ｙ ＝ ａｎｘｎ ＋ ａｎ－１ ｘｎ－１ ＋ … ＋ ａ１ｘ ＋ ａ０，有理函数

ｙ＝
ａｎｘｎ＋ａｎ－１ｘｎ－１＋…＋ａ１ｘ＋ａ０
ｂｍｘｍ＋ｂｍ－１ｘｍ－１＋…＋ｂ１ｘ＋ｂ０

等都是初等函数．而

ｆ（ ｔ）＝
３０，　 　 　 　 　 　 　 ０≤ｔ≤５００，
３０＋０．２９（ ｔ－５００），ｔ＞５００{

不能用一个式子表示，不是初等函数．

案例 １【外币兑换】 　 按某个时期的汇率，若将美元兑换成加拿大元，币值增加 １２％；而
将加拿大元兑换成美元，币值减少 １２％．今有一美国人准备到加拿大度假，他将一定数额的

美元兑换成了加拿大元，但后来因故未能成行，于是他又将加拿大元兑换成了美元．经过这

样一来一回的兑换，结果白白亏损了一些钱．这是为什么呢？
解　 设 ｘ 美元可兑换 ｙ＝ ｆ１（ｘ）加拿大元，ｙ 加拿大元可兑换 ｘ＝ ｆ２（ｙ）美元，则

ｙ＝ ｆ１（ｘ）＝ ｘ＋０．１２ｘ＝ １．１２ｘ，
ｘ＝ ｆ２（ｙ）＝ ｙ－０．１２ｙ＝ ０．８８ｙ．

而 ｆ２（ ｆ１（ｘ））＝ ０．８８×１．１２ｘ＝ ０．９８５６ｘ，
０．９８５６ｘ－ｘ

ｘ
×１００％ ＝ －１．４４％，即他亏损了１．４４％．

案例 ２【企业所得税】 　 我国关于企业所得税的计税规定如下：全年应纳税所得额大于

１０万元的，企业所得税税率为 ３３％；应纳税所得额 ３～１０ 万元（含 １０ 万元）的，税率为 ２７％；
应纳税所得额 ３万元（含 ３万元）以下的，税率为 １８％，应纳税额＝税率×计税所得额．试列出

企业应纳税额与计税所得额之间的函数关系．
解　 设企业计税所得额为 ｘ 万元，应纳税额为 ｙ 万元，则其函数关系为

ｙ＝
０．１８ｘ，０≤ｘ≤３，
０．２７ｘ，３＜ｘ≤１０，
０．３３ｘ，ｘ＞１０．

ì

î

í

ïï

ïï

ｙ 是一个分段函数．由于它不能用一个式子表示，因此它不是初等函数．
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１．求下列函数的定义域：

（１）ｙ＝ ５－ｘ ； （２）ｙ＝ ｘ
２－９
ｘ－３
；

（３）ｙ＝ ３ｘ－１ ； （４）ｙ＝ ｌｎ（ｘ－２） ；

（５）ｙ＝ ｘ－４
ｘ２－２ｘ－８

； （６）ｙ＝ｅ
１
ｘ ；

（７）ｙ＝ １

ｘ２－９
； （８）ｙ＝ａｒｃｓｉｎ（２ｘ＋１）；

（９）ｙ＝ ｌｎ（ｘ
２－１）
２－ｘ

； （１０）ｙ＝（３－ｘ）
１
４ ＋（ｘ＋５） －

１
２ ；

（１１）ｙ＝ ｌｎ １
－ｘ
１＋ｘ
； （１２）ｙ＝ ２

１
ｘ－１＋ ３ｘ－１ ．

２．设 ｆ（ｘ）＝
３，　 　 ｘ＜０，
ｘ２－１，０≤ｘ＜１，
１－ｘ， ｘ≥１，

ì

î

í

ïï

ïï

画出函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）的图象，并求 ｆ（－２）、ｆ（０）、ｆ（５）、ｆ（ ｆ（０．５））

和 ｆ（ ｆ（－１））的值．
３．判断下列函数是奇函数、偶函数，还是非奇非偶函数：

（１） ｆ（ｘ）＝ ｜ ｘ ｜
ｘ
； （２） ｆ（ｘ）＝ ｅｘ－ｅ－ｘ；

（３） ｆ（ｘ）＝ ｘ５ａｒｃｔａｎｘ； （４） ｆ（ｘ）＝ ｌｎ（ ｘ２＋１ ＋１０）；

（５） ｆ（ｘ）＝ ｓｉｎ
２ｘ

２＋ｃｏｓｘ
； （６） ｆ（ｘ）＝ ｌｎ １

－ｘ
１＋ｘ

．

４．说出下列函数是由哪些简单函数复合而成的：
（１）ｙ＝ｓｉｎ３ｘ； （２）ｙ＝ｃｏｓｘ２；

（３）ｙ＝
３
３ｘ２－２ ； （４）ｙ＝（ｘ２＋１） ５；

（５）ｙ＝ ｌｎａｒｃｔａｎ ｘ
２
； （６）ｙ＝ａｒｃｓｉｎ ｘ＋１ ；

（７）ｙ＝ｅｃｏｓ３ｘ； （８）ｙ＝ｃｏｓ ｌｎ ｘ
－１

ｘ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ；

（９）ｙ＝ ｔａｎ２ ２ｘ＋ π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ； （１０）ｙ＝ ｌｎ［ｌｎ（ｌｎｘ）］ ．

５．某运输公司规定货物的吨公里运价为：在 ３００ ｋｍ 以内，单价 ５ 元 ／ ｋｍ，超过部分为

４元 ／ ｋｍ．求运价 ｐ 和里程 ｓ 之间的函数关系．

１．２　 极限的概念

极限是研究变量变化趋势的基本工具，它是学习和研究微积分的重要工具．微积分中许

多重要的概念，如连续、导数、定积分等都是用极限来定义的．极限有两大类：一类是数列的

极限，另一类是函数的极限．下面我们将分别讨论．



９　　　　

割圆术

引例 １【割圆术】 　 我国魏晋时期的刘徽注解《九章算术》提出了“割圆术”，
利用圆的内接正多边形来推算圆的面积．“割之弥细，所失弥少，割之又割，以至于

不可割，则与圆周合体而无所失矣．”这就是极限思想在几何学上的应用．
分析　 首先，作圆内接正六边形，其面积记为 Ａ１；再作圆内接正十二边形，其

面积记为 Ａ２；再作圆内接正二十四边形，其面积记为 Ａ３；……继续下去，每次边数加倍，这样

就得到一系列圆内接正多边形的面积：
Ａ１，Ａ２，Ａ３，…，Ａｎ，…

它们构成一个数列．当 ｎ 越大，圆内接正多边形的面积与圆的面积之差就越小，当 ｎ 无限增

大时，圆内接正多边形的面积就无限接近圆的面积．
引例 ２【一尺之棰】 　 庄子在《天下篇》中记载：“一尺之棰，日取其半，万世不竭．”这一说

法与事实相符吗？
分析　 假设木棰的长度为 １尺，天数为 ｎ，从第一天开始，每天取前一天的一半，将第一

天余下木棰的长度，第二天余下木棰的长度，……，第 ｎ 天余下木棰的长度表示成下面的数

列：
１
２
， １
４
， １
８
，…， １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

，…

可以看出，随着 ｎ 的无限增大，剩下的木棰长度越来越短，甚至接近于 ０．这说明“万世不竭”
（即木棰的长度永远不会为 ０）是与事实不符的．

上述两个例子都是研究数列项数无限增加时的变化趋势，即数列的极限．
１．２．１　 数列的极限

１．数列

按一定顺序排列的无穷多个数 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，…称为无穷数列，简记作｛ｘｎ｝ ．其中，ｘ１ 叫作

数列的第 １项（也称为首项），ｘ２ 叫作数列的第 ２项，……，ｘｎ 叫作数列的第 ｎ 项，又称为通项

或一般项．例如：
（１）１，３，５，７，…，２ｎ－１，…；

（２）１，－ １
３
， １
３２
，－ １
３３
，…，（－１） ｎ－１ １

３ｎ－１
，…；

（３） １
２
， ２
３
， ３
４
，…， ｎ

ｎ＋１
，…；

（４）１， １
２３
， １
３３
， １
４３
，…， １

ｎ３
，…．

它们都是数列．

　 数列的极限

２．数列的极限

数列可以看作是定义在正整数集合上的函数．ｎ 取正整数且无限增大时，记作

ｎ→∞，读作“ｎ 趋向于无穷大” ．
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定义 １．３　 设｛ｘｎ｝是一个无穷数列，如果当 ｎ→∞时，ｘｎ 无限趋近于一个常数 Ａ，则
称当 ｎ 趋向于无穷大时，数列｛ｘｎ｝的极限为 Ａ，记作

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ ＝Ａ， 或 ｘｎ→Ａ（ｎ→∞） ．

数列有极限时，称它收敛，否则称它发散．

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｑｎ ＝ ０（ｑ 为常数，且 ｜ ｑ ｜ ＜１），ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎα ＝ ０（α 是正常数） ．

例如，ｌｉｍ
ｎ→∞

－ １
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

＝ ０，ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ３
＝ ０等．

下面是一个判定数列极限存在的法则，称为单调有界原理．

单调有界数列必有极限．

　 ｘ→∞时函数
极限的定义

１．２．２　 函数的极限

１．ｘ→∞时 ｆ（ｘ）的极限

ｘ→＋∞表示 ｘ 无限增大，读作“ｘ 趋向于正无穷大”；ｘ→－∞表示 ｘ 沿 ｘ 轴负

方向取值且 ｘ 绝对值无限增大，读作“ｘ 趋向于负无穷大”；ｘ→∞，表示 ｜ ｘ ｜无限增

大，读作“ｘ 趋向于无穷大” ．

定义 １．４　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ），如果当 ｘ→∞时，ｆ（ｘ）无限趋近于一个常数 Ａ，那么就说

Ａ 是当 ｘ 趋向于无穷大时函数 ｆ（ｘ）的极限，记作

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝ Ａ，或 ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→∞） ．

例如，从图 １－３和图 １－４可以看出 ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｘ
＝ ０，ｌｉｍ

ｘ→∞

１
ｘ２
＝ ０．

图 １－３ 图 １－４

一般地，如果 ｑ 是一个正有理数，那么有 ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｘｑ ＝ ０．
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定义 １．５　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ），如果当 ｘ→＋∞时，ｆ（ｘ）无限趋近于一个常数 Ａ，那么就

说 Ａ 是当 ｘ 趋向于正无穷大时函数 ｆ（ｘ）的极限，记作

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝ Ａ，或 ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→＋∞） ．

如果当 ｘ→－∞时，ｆ（ｘ）无限趋近于一个常数 Ａ，那么就说 Ａ 是当 ｘ 趋向于负无穷大

时函数 ｆ（ｘ）的极限，记作

ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）＝ Ａ 或 ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→－∞） ．

由定义 １．４和定义 １．５可知：

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝ Ａ 的充要条件是 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）＝ Ａ．

例如，观察图 １－３可以看到， ｌｉｍ
ｘ→－∞

１
ｘ
＝ ｌｉｍ

ｘ→＋∞

１
ｘ
＝ ｌｉｍ

ｘ→∞

１
ｘ
＝ ０．

又如，观察指数函数的图象可以看出，当 ０＜ａ＜１时，有 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ａｘ ＝ ０；当 ａ＞１时，有

ｌｉｍ
ｘ→－∞

ａｘ ＝ ０．

容易知道，ｌｉｍ
ｘ→∞

Ｃ＝Ｃ（Ｃ 为常数） ．

例 １　 考察 ｌｉｍ
ｘ→∞
ａｒｃｔａｎｘ 是否存在．

图 １－５

解　 由图 １－５可以看出 ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ａｒｃｔａｎｘ＝ π

２
，

ｌｉｍ
ｘ→－∞
ａｒｃｔａｎｘ＝ － π

２
．

ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ａｒｃｔａｎｘ 和 ｌｉｍ

ｘ→－∞
ａｒｃｔａｎｘ 虽然都存在，但不相等，所以

ｌｉｍ
ｘ→∞
ａｒｃｔａｎｘ不存在．

从图象上看， ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ａｒｃｔａｎｘ ＝ π

２
表明，当 ｘ→＋∞时，曲线 ｙ ＝

ａｒｃｔａｎｘ 上的点无限接近于水平直线 ｙ ＝ π
２
； ｌｉｍ
ｘ→－∞
ａｒｃｔａｎｘ ＝ － π

２
表

明，当 ｘ→－∞时，曲线 ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ 上的点无限接近于水平直线 ｙ ＝ － π
２
．直线 ｙ ＝ π

２
和ｙ＝ － π

２
都

叫作曲线 ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ 的水平渐近线．

定义 １．６　 一般地，设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ），如果

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝ ｂ 或 ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）＝ ｂ，

那么就称直线 ｙ＝ ｂ 为曲线 ｙ＝ ｆ（ｘ）的水平渐近线．

例如，由 ｌｉｍ
ｘ→－∞
２ｘ ＝ ０可知，ｙ＝ ０ 是曲线 ｙ ＝ ２ｘ 的一条水平渐近线；又如，由 ｌｉｍ

ｘ→∞

１
ｘ
＝ ０ 可知，

ｙ＝ ０是曲线 ｙ＝ １
ｘ
的一条水平渐近线．
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２．ｘ→ｘ０ 时 ｆ（ｘ）的极限

设 δ 为正实数，称区间（ｘ０－δ，ｘ０＋δ）为点 ｘ０ 的 δ 邻域，点 ｘ０ 称为邻域中心，δ 称为邻域半

径，（ｘ０－δ，ｘ０）∪（ｘ０，ｘ０＋δ）称为点 ｘ０ 的去心 δ 邻域．设 ｘ０ 是一个定值，ｘ 从 ｘ０ 的两侧以任何

方式趋近于 ｘ０，但始终不等于 ｘ０，用“ｘ→ｘ０”表示，读作“ｘ 趋向于 ｘ０” ．
（１）ｘ→ｘ０ 时 ｆ（ｘ）的极限．

例 ２　 考察函数 ｆ（ｘ）＝ ｘ
２－４
ｘ－２

当 ｘ→２时的变化趋势．

解　 当 ｘ≠２时，ｆ（ｘ）＝ ｘ
２－４
ｘ－２
＝ ｘ＋２．

在 ｘ＝ ２的左侧，观察表 １．３．
表 １．３

ｘ １．９ １．９９ １．９９９ … → ２

ｆ（ｘ） ３．９ ３．９９ ３．９９９ … → ４

　 　 在 ｘ＝ ２的右侧，观察表 １．４．
表 １．４

　
ｘ→ｘ０时函数
极限的定义

ｘ ２．１ ２．０１ ２．００１ … → ２

ｆ（ｘ） ４．１ ４．０１ ４．００１ … → ４

　 　 由以上讨论可知：当 ｘ→２（ｘ 不论从 ２ 的左侧还是右侧都趋向于 ２）时，函数

ｆ（ｘ）＝ ｘ
２－４
ｘ－２

的值无限接近常数 ４．

定义 １．７　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 的某个去心邻域内有定义，如果当 ｘ→ｘ０ 时，ｆ（ｘ）
无限趋近于一个常数 Ａ，那么就说 Ａ 是当 ｘ 趋向于 ｘ０ 时函数 ｆ（ｘ）的极限，记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ Ａ 或 ｆ（ｘ）→Ａ（ｘ→ｘ０） ．

图 １－６

函数 ｙ＝ ｘ
２－４
ｘ－２

的图象就是函数 ｙ ＝ ｘ＋２（ｘ≠２）的图象，如

图 １－６所示，当 ｘ→２时ｆ（ｘ）有极限，且ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ２－４
ｘ－２
＝ ４．

由常值函数 ｙ＝Ｃ 和函数 ｙ＝ ｘ 的图象易知：
ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

Ｃ＝Ｃ（Ｃ 为常数），ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｘ＝ ｘ０ ．

当函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ）是基本初等函数时，若 ｘ０ 是ｆ（ｘ）定义区

间内部的点（端点除外），则有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ０），

即极限值等于函数值．例如，ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ３ ＝ ２３ ＝ ８，ｌｉｍ
ｘ→π２

ｓｉｎｘ＝ｓｉｎ π
２
＝ １．

（２）左极限和右极限．当 ｘ 仅从 ｘ０ 的左侧，即小于 ｘ０ 的一侧趋近于 ｘ０ 时，记作 ｘ→ｘ－０；当
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ｘ 仅从 ｘ０ 的右侧，即大于 ｘ０ 的一侧趋近于 ｘ０ 时，记作 ｘ→ｘ＋０ ．

定义 １．８　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ），如果当 ｘ→ｘ－０ 时，ｆ（ｘ）无限趋近于一个常数 Ａ，那么就说

Ａ 是当 ｘ 趋向于 ｘ０ 时函数 ｆ（ｘ）的左极限，记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝ Ａ，或 ｆ（ｘ－０）＝ Ａ；

如果当 ｘ→ｘ＋０ 时，ｆ（ｘ）无限趋近于一个常数 Ａ，那么就说 Ａ 是当 ｘ 趋向于 ｘ０ 时函数 ｆ
（ｘ）的右极限，记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝ Ａ，或 ｆ（ｘ＋０）＝ Ａ．

由定义 １．７和定义 １．８可以看出：

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ Ａ 的充要条件是 ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝ Ａ．

例 ３　 已知函数 ｆ（ｘ）＝
ｘ＋１， ｘ＜０，
ｘ２－１，０≤ｘ＜１，
１－ｘ， ｘ≥１，

ì

î

í

ïï

ïï

考察极限ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）与ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）是否存在．

图 １－７

解　 作出函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）的图象，如图 １－７所示．
（１）考察极限ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ） ．

在 ｘ＝ ０左侧附近，ｆ（ｘ）＝ ｘ＋１，所以

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→０－
（ｘ＋１）＝ １；

在 ｘ＝ ０右侧附近，ｆ（ｘ）＝ ｘ２－１，所以

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→０＋
（ｘ２－１）＝ －１．

左、右极限存在但不相等，由极限存在的充要条

件可知：ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）不存在．

（２）考察极限ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ） ．

在 ｘ＝ １左侧附近，ｆ（ｘ）＝ ｘ２－１，所以 ｌｉｍ
ｘ→１－

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→１－
（ｘ２－１）＝ ０；

在 ｘ＝ １右侧附近，ｆ（ｘ）＝ １－ｘ，所以 ｌｉｍ
ｘ→１＋

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→１＋
（１－ｘ）＝ ０．

　 无穷小与
无穷大

左、右极限存在且相等，由极限存在的充要条件可知：ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ）＝ ０．

１．２．３　 无穷小量与无穷大量

１．无穷小量

如果当 ｘ→ｘ０（或 ｘ→∞）时，函数 ｆ（ｘ）的极限为零，那么就说当 ｘ→ｘ０（或 ｘ→∞）时，ｆ（ｘ）
是无穷小量，简称无穷小．

例如：因为ｌｉｍ
ｘ→０
ｓｉｎｘ＝ ０，所以 ｘ→０时，ｓｉｎｘ 是无穷小；

因为ｌｉｍ
ｘ→１
ｌｎｘ＝ ０，所以 ｘ→１时，ｌｎｘ 是无穷小；

因为 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＝ ０，所以 ｘ→＋∞时， １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

是无穷小；
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因为 ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｘ
＝ ０，所以 ｘ→∞时， １

ｘ
是无穷小．

无穷小量具有以下性质：
（１）有限个无穷小量的代数和仍然是无穷小量；
（２）有限个无穷小量的乘积仍然是无穷小量；
（３）无穷小量与有界函数的乘积仍然是无穷小量．

例如，计算 ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｘ
ｓｉｎｘ．因为 ｓｉｎｘ 是有界函数， １

ｘ
是 ｘ→∞时的无穷小，则 １

ｘ
ｓｉｎｘ 是 ｘ→∞时

的无穷小，所以 ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｘ
ｓｉｎｘ＝ ０．

２．无穷大量

当 ｘ→ｘ０（或 ｘ→∞）时，如果 ｆ（ ｘ）的绝对值无限地增大，那么称函数 ｆ（ ｘ）是 ｘ→ｘ０（或
ｘ→∞）时的无穷大量，简称无穷大，记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ∞ （或 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝ ∞ ）；

如果 ｆ（ｘ）取正值且无限增大，则称 ｆ（ｘ）是正无穷大，记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ＋∞ （或 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝ ＋∞ ）；

如果 ｆ（ｘ）取负值而绝对值无限增大，则称 ｆ（ｘ）是负无穷大，记作

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ －∞ （或 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝ －∞ ） ．

图 １－８

例如，ｙ＝ １
ｘ
是 ｘ→０时的无穷大．如图 １－３所示，可记作ｌｉｍ

ｘ→０

１
ｘ
＝∞ ；ｙ＝ ｌｎｘ 当 ｘ→０＋时是负无穷大，当 ｘ→＋∞时是正无穷

大（如图 １－８所示），可分别记作 ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｌｎｘ＝ －∞和 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｌｎｘ＝ ＋∞ ．

很明显，无穷大与无穷小之间具有以下关系：
无穷大的倒数是无穷小，无穷小（不为零）的倒数是无穷

大．

例如，ｘ→０时，ｘ 是无穷小，而 １
ｘ
是无穷大．

若当 ｘ→ｘ０（或 ｘ→∞ ） 时， ｆ（ ｘ） 是无穷大，这时 ｆ（ ｘ） 是没有极限的， ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ ｘ） ＝

∞ （ ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）＝ ∞ ）仅仅是用来表示函数变化趋势的记号而已，并不表明极限存在．

３．垂直渐近线

从图 １－８上看，ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｌｎｘ＝ －∞ ，意味着当 ｘ 从 ０ 的右侧无限趋近于 ０ 时，曲线 ｙ ＝ ｌｎｘ 向下

无限延伸，并无限接近直线 ｘ＝ ０，直线 ｘ＝ ０叫作曲线 ｙ＝ ｌｎｘ 的垂直渐近线．
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定义 １．９　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ），ａ 为定值，如果

ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）＝ ＋∞ （－∞ ）或 ｌｉｍ
ｘ→ａ－

ｆ（ｘ）＝ ＋∞ （－∞ ），

那么称直线 ｘ＝ａ 为曲线 ｙ＝ ｆ（ｘ）的垂直渐近线．

例如， ｌｉｍ
ｘ→π２

－
ｔａｎｘ＝ ＋∞ ，所以 ｘ ＝ π

２
是曲线 ｙ ＝ ｔａｎｘ 的一条垂直渐近线；ｌｉｍ

ｘ→０

１
ｘ
＝∞ ，所以ｘ＝ ０

是曲线 ｙ＝ １
ｘ
的一条垂直渐近线．

案例　 从悬停在地震灾区上空 ５０ ｍ 高处的直升机上丢下一包救灾物品，忽略空气阻

力，记开始下落的时刻为 ｔ＝ ０．求在下落的第 ３秒末这一时刻物品的速度．

解　 由于物体做自由落体运动，根据公式 ｓ（ ｔ） ＝ １
２
ｇｔ２（ ｇ 为重力加速度），在时间段

［３，ｔ］（ ｔ＞３，当然也可以取［ ｔ，３］，ｔ＜３）内物品下落的距离为

Δｓ＝ ｓ（ ｔ）－ｓ（３）＝ １
２
ｇ（ ｔ２－９），

则在时间段［３，ｔ］内物品的平均速度为 ｖ（ ｔ）＝ Δｓ
Δｔ
＝ １
２
ｇ·ｔ２－９

ｔ－３
．

虽然物品下落速度随时间而改变，但时间间隔越短，速度的改变就越小，因此，在很小的

时间区间［３，ｔ］上，下落可近似看成是匀速的．因此可以用ｖ（ ｔ）来近似代替第 ３秒末这一时刻

的速度．当 Δｔ→０，即 ｔ→３时，ｖ（ ｔ）就无限接近第 ３秒末时刻的速度，所以，物品下落第 ３ 秒末

这一时刻的速度就是

ｌｉｍ
ｔ→３

ｖ（ ｔ）＝ ｌｉｍ
ｔ→３

Δｓ
Δｔ
＝ ｌｉｍ

ｔ→３

ｓ（ ｔ）－ｓ（３）
ｔ－３

＝ ｌｉｍ
ｔ→３

１
２
ｇ·ｔ２－９

ｔ－３
＝ ３ｇ（ｍ ／ ｓ），

即是这一时刻的瞬时速度．

１．设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ），ａ 为定值，下列说法是否正确？
（１）如果 ｆ（ｘ）在 ｘ＝ａ 有定义，那么ｌｉｍ

ｘ→ａ
ｆ（ｘ）存在．

（２）如果 ｆ（ｘ）在 ｘ＝ａ 无定义，那么ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）不存在．

（３）如果 ｌｉｍ
ｘ→ａ－

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）＝ Ａ，那么ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）＝ Ａ．

（４）如果ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）＝ ２，那么 ｆ（ａ）＝ ２．

（５）如果 ｆ（ａ）＝ ２，那么ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）＝ ２．

（６）如果ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）＝ ２，那么 ｌｉｍ
ｘ→ａ－

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）＝ ２．

（７）如果 ｆ（ａ）＝ ２，那么ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）＝ １是不可能的．

（８）如果 ｌｉｍ
ｘ→ａ－

ｆ（ｘ）＝ ３，ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）＝ ２．５，那么 ｆ（ａ）＝ ３或者 ｆ（ａ）＝ ２．５．
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２．设函数 ｆ（ｘ）＝
２ｘ，　 ｘ＜０，
ｘ２－１，０≤ｘ＜２，
３，　 　 ｘ≥２，

ì

î

í

ïï

ïï

作出它的图象，并考察下列极限是否存在，若存在写出

其极限值：
（１） ｌｉｍ

ｘ→０－
ｆ（ｘ），ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｆ（ｘ），ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ），ｌｉｍ

ｘ→２－
ｆ（ｘ），ｌｉｍ

ｘ→２＋
ｆ（ｘ），ｌｉｍ

ｘ→２
ｆ（ｘ）；

（２） ｌｉｍ
ｘ→－１

ｆ（ｘ），ｌｉｍ
ｘ→１

ｆ（ｘ），ｌｉｍ
ｘ→３

ｆ（ｘ）；

（３） ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）， ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ），ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ） ．

３．设函数 ｆ（ｘ）＝ ｜ ｘ ｜
ｘ
，ｇ（ｘ）＝ ｜ ｘ ｜ ，考察ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ）和ｌｉｍ

ｘ→０
ｇ（ｘ） ．

４．考察下列极限是否存在，若存在写出其极限值：

（１） ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２
； （２）ｌｉｍ

ｘ→０
ｘ２ｓｉｎ １

ｘ２
； （３） ｌｉｍ

ｎ→∞
ｅ－ｎ；

（４） ｌｉｍ
ｘ→∞
１＋ ２

ｘ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ； （５） ｌｉｍ

ｎ→∞
（－１） ｎ－１３ｎ

４ｎ
； （６） ｌｉｍ

ｘ→∞

ａｒｃｔａｎｘ
ｘ

．

５．下列各函数在 ｘ 怎样变化时 ｆ（ｘ）为无穷小？ ｘ 怎样变化时 ｆ（ｘ）为无穷大？
（１） ｆ（ｘ）＝ ２ｘ－３； （２） ｆ（ｘ）＝ ｌｇｘ； （３） ｆ（ｘ）＝ ｌｏｇ １

２
ｘ；

（４） ｆ（ｘ）＝ １
ｘ－３
； （５） ｆ（ｘ）＝ ２

ｘ２－４
； （６） ｆ（ｘ）＝ ｅ

１
ｘ ．

１．３　 极限的运算和两个重要极限

【连续复利计算】 　 银行按规定在一定时间结息一次，结息后即将利息并入本金，也就是

将前一期的本金与利息的和作为后一期的本金来计算利息，逐期滚动计算，俗称“利滚利”，
这种计算方法叫复利．

某人把一笔钱 Ａ０ 存入银行，假设年利率为 ｒ，分别按以下几种计息方式计算本利和．
（１）若每年结息一次，则一年后的本利和为

Ａ１ ＝Ａ０＋ｒ·Ａ０ ＝Ａ０（１＋ｒ）；
两年后的本利和为

Ａ２ ＝Ａ１＋ｒ·Ａ１ ＝Ａ１（１＋ｒ）＝ Ａ０（１＋ｒ） ２；
依次计算 ｎ 年后的本利和为

Ａｎ ＝Ａ０（１＋ｒ） ｎ ．
这是一年计息 １期，ｎ 年后的本利和 Ａｎ 的复利公式．

（２）若每半年结息一次，相当于一年结算两次利息，每次以
ｒ
２
为利率来计算，则一年后的

本利和为

Ａ１ ＝Ａ０ １＋
ｒ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

；

ｎ 年后的本利和为



１７　　　

Ａｎ ＝Ａ０ １＋
ｒ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｎ

．

这是一年计息 ２期，ｎ 年后的本利和 Ａｎ 的复利公式．

（３）若每月结息一次，相当于一年结算 １２ 次利息，每次以
ｒ
１２

为利率来计算，则一年后的

本利和为

Ａ１ ＝Ａ０ １＋
ｒ
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１２

；

ｎ 年后的本利和为

Ａｎ ＝Ａ０ １＋
ｒ
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１２ｎ

．

这是一年计息 １２期，ｎ 年后的本利和 Ａｎ 的复利公式．

（４）若一年均匀分 ｍ 期计息，年利率仍为 ｒ，则每期以
ｒ
ｍ

为利率来计算，于是一年后的本

利和为

Ａ１ ＝Ａ０ １＋
ｒ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

；

ｎ 年后的本利和为

Ａｎ ＝Ａ０ １＋
ｒ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ·ｎ

．

这是一年计息 ｍ 期，ｎ 年后的本利和 Ａｎ 的复利公式．

数列 Ａ０ １＋
ｒ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ·ｎ

{ }是一个递增数列，因此，结算的次数越多，利息也越多，如果让计息

间隔无限缩短，即 ｍ→∞（这意味着每一时刻都在结算并支付利息，这种计息方式称为连续

复利），则 ｎ 年后本金与利息总和为

Ａ＝ ｌｉｍ
ｍ→∞

Ａ０ １＋
ｒ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ·ｎ

．

这个极限值该怎样计算呢？ 利用极限的定义只能计算一些简单函数的极限，而实际问

题中的函数却要复杂很多．本节将介绍计算极限的常用方法，并使用这些方法去求解较复杂

函数的极限．
１．３．１　 极限的四则运算法则

设ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ Ａ，ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝ Ｂ，则下列运算法则成立：

（１） ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
［ ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］ ＝ ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）±ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｇ（ｘ）＝ Ａ±Ｂ；

（２） ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
［ ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）］ ＝ ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）·ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｇ（ｘ）＝ Ａ·Ｂ；

（３） ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｋｆ（ｘ）＝ ｋ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ｋＡ（其中 ｋ 是常数）；

（４） ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）

＝
ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）
＝ Ａ

Ｂ
（Ｂ≠０） ．
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上面的法则对 ｘ→∞的情形和数列极限都成立．其中法则（１）和（２）可以推广到有限个

函数的情形．

例 １　 求ｌｉｍ
ｘ→１

４ｘ３－５ｘ＋２
３ｘ２＋ｘ

．

解　 ｌｉｍ
ｘ→１

４ｘ３－５ｘ＋２
３ｘ２＋ｘ

＝
ｌｉｍ
ｘ→１
（４ｘ３－５ｘ＋２）

ｌｉｍ
ｘ→１
（３ｘ２＋ｘ）

＝
４ ｌｉｍ

ｘ→１
ｘ３－５ ｌｉｍ

ｘ→１
ｘ＋ｌｉｍ

ｘ→１
２

３ ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２＋ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ
＝ １
４
．

一般地，如果 ｆ（ｘ）是初等函数，ａ 是其定义区间内的一个值，则有

ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ａ） ．

例如，求 ｌｉｍ
ｘ→２

２ｘ２－３ｘ
ｘ２－２ｘ＋３

． 因为 ｘ ＝ ２ 时分母不等于零，是定义域内的一个值，所以

ｌｉｍ
ｘ→２

２ｘ２－３ｘ
ｘ２－２ｘ＋３

＝ ２×２
２－３×２

２２－２×２＋３
＝ ２
３
．

例 ２　 求ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ２－ｘ－２
ｘ２＋ｘ－６

．

解法一　 当 ｘ→２时，分子与分母极限都是 ０，不能用运算法则（４） ．ｘ→２的意义是 ｘ 无限

趋近于 ２，但 ｘ≠２，因此 ｘ－２≠０，所以可以约去公因式 ｘ－２后再考察，即

ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ２－ｘ－２
ｘ２＋ｘ－６

＝ ｌｉｍ
ｘ→２

（ｘ－２）（ｘ＋１）
（ｘ－２）（ｘ＋３）

＝ ｌｉｍ
ｘ→２

ｘ＋１
ｘ＋３
＝ ２＋１
２＋３
＝ ３
５
．

解法二　 用 Ｍａｔｌａｂ数学软件来解

输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｘ
＞＞ｌｉｍｉｔ（（ｘ＾２－ｘ－２） ／ （ｘ＾２＋ｘ－６），ｘ，２）
ａｎｓ＝
３ ／ ５

例 ３　 求ｌｉｍ
ｘ→０

ａ＋ｘ － ａ
ｘ

（ａ＞０） ．

解　 当 ｘ→０时，分子、分母都趋向于 ０，不能用极限运算法则，故先变形再考察．

ｌｉｍ
ｘ→０

ａ＋ｘ － ａ
ｘ

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

（ ａ＋ｘ － ａ ）（ ａ＋ｘ ＋ ａ ）
ｘ（ ａ＋ｘ ＋ ａ ）

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

１
ａ＋ｘ ＋ ａ

＝ １
２ ａ

．

对于上面例 ２和例 ３都是两个无穷小之比，这种类型的极限称为“ ０
０
”型的未定式，通常

要找出使分子、分母都趋向于 ０ 的因式，通过分解因式或分式有理化等方法约去这个因式，
再求极限．

例 ４　 求ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ２＋１
ｘ２－９

．

解　 当 ｘ→３时，分母极限是 ０，所以不能用法则（４），但分子极限不是 ０ ，故可以先考虑

倒数的极限．因为
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ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ２－９
ｘ２＋１

＝ ０
１０
＝ ０，

所以，根据无穷小与无穷大的关系得ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ２＋１
ｘ２－９

＝∞ ．

例 ５　 求 ｌｉｍ
ｘ→∞

２ｘ２＋３ｘ－１
５ｘ２－ｘ＋２

．

解法一　 当 ｘ→∞时，分子、分母都是无穷大，不能用法则（４） ．先将分子、分母同除以 ｘ２

后，再用法则，即

ｌｉｍ
ｘ→∞

２ｘ２＋３ｘ－１
５ｘ２－ｘ＋２

＝ ｌｉｍ
ｘ→∞

２＋ ３
ｘ
－ １
ｘ２

５－ １
ｘ
＋ ２
ｘ２

＝ ２＋０－０
５－０＋０

＝ ２
５
．

解法二　 用 Ｍａｔｌａｂ数学软件来解

输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｘ
＞＞ｌｉｍｉｔ（（２∗ｘ＾２＋３∗ｘ－１） ／ （５∗ｘ＾２－ｘ＋２），ｘ，ｉｎｆ）
ａｎｓ＝
２ ／ ５

在上面例 ５中，当 ｘ→∞时，分子、分母都是无穷大量，两个无穷大量之比叫作“∞
∞
”型的

未定式，对于此类极限一般用分子、分母同时除以 ｘｎ（ｎ 为分子、分母的最高次数）来处理．对

于ｘ→∞时有理分式函数的“∞
∞
”型未定式，容易得出下面的结果：

ｌｉｍ
ｘ→∞

ａ０ｘｎ＋ａ１ｘｎ－１＋…＋ａｎ－１ｘ＋ａｎ

ｂ０ｘｍ＋ｂ１ｘｍ－１＋…＋ｂｍ－１ｘ＋ｂｍ

＝

ａ０
ｂ０
，ｍ＝ｎ，

０， ｍ＞ｎ，
∞ ，ｍ＜ｎ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其中 ｍ，ｎ 都是正整数，且 ａ０≠０，ｂ０≠０．

同样对于数列，“∞
∞
”型的未定式极限也可以用此方法．

例 ６　 求 ｌｉｍ
ｎ→∞

４ｎ２＋３ｎ
７ｎ３＋５ｎ－３

．

解　 先将分子、分母同除以 ｎ３ 后再用法则，得

ｌｉｍ
ｎ→∞

４ｎ２＋３ｎ
７ｎ３＋５ｎ－３

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

４
ｎ
＋ ３
ｎ２

７＋ ５
ｎ２
－ ３
ｎ３

＝ ０＋０
７＋０－０

＝ ０．

１．３．２　 两个重要极限

首先介绍一个判定极限存在的法则．
两边夹法则　 如果在 ｘ０ 的某邻域内有 ｇ（ｘ）≤ｆ（ｘ）≤ｈ（ｘ），且ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｇ（ｘ）＝ ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｈ（ｘ）＝ Ａ，那
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么ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ Ａ．

　 第一个重要
极限

对于 ｘ→∞的情形和数列极限也有相应的两边夹法则．

１．ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ
＝ １（重要极限 １）

如图 １－９所示，在单位圆中取∠ＡＯＢ＝ ｘ（弧度），０＜ｘ＜ π
２
，ＡＣ 为圆的切线．比较

△ＯＡＢ、扇形 ＯＡＢ、△ＯＡＣ 的面积，得

图 １－９

１
２
ｓｉｎｘ＜ １

２
ｘ＜ １
２
ｔａｎｘ，

整理，得 ｃｏｓｘ＜ｓｉｎｘ
ｘ
＜１．

因为 ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｃｏｓｘ＝ １，ｌｉｍ

ｘ→０＋
１＝ １，所以，根据两边夹法则，得

ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｓｉｎｘ
ｘ
＝ １．

当 ｘ＜０时，令 ｔ＝ －ｘ，则当 ｘ→０－时，ｔ→０＋，所以

ｌｉｍ
ｘ→０－

ｓｉｎｘ
ｘ
＝ ｌｉｍ

ｔ→０＋

ｓｉｎ（－ｔ）
－ｔ

＝ ｌｉｍ
ｔ→０＋

ｓｉｎｔ
ｔ
＝ １．

综上可知ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ
＝ １成立．

例 ７　 求ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ５ｘ
３ｘ

．

解　 ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ５ｘ
３ｘ
＝ ｌｉｍ

ｘ→０

５
３
·ｓｉｎ５ｘ
５ｘ

令 ５ｘ＝ｕ
􀪅􀪅􀪅􀪅

５
３
ｌｉｍ
ｕ→０

ｓｉｎｕ
ｕ
＝ ５
３
·１＝ ５

３
．

在例 ７中使用了换元法，换元的步骤有时可以省略，如下面的例子．

例 ８　 求ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
ｘ２

．

解法一　 ｌｉｍ
ｘ→０

１－ｃｏｓｘ
ｘ２

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

２ｓｉｎ２ ｘ
２

ｘ２
＝ １
２
ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ ｘ
２

ｘ
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

２

＝ １
２
×１２ ＝ １

２
．

解法二　 用 Ｍａｔｌａｂ数学软件来解
输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｘ
＞＞ｌｉｍｉｔ（（１－ｃｏｓ（ｘ）） ／ ｘ＾２，ｘ，０）
ａｎｓ＝
１ ／ ２

例 ９　 求ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ
ｓｉｎ２ｘ

．

解法一　 ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ
ｓｉｎ２ｘ

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

３
２
·ｓｉｎ３ｘ
３ｘ
· ２ｘ
ｓｉｎ２ｘ

＝ ３
２
ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ
３ｘ
·ｌｉｍ

ｘ→０

２ｘ
ｓｉｎ２ｘ

＝ ３
２
．

解法二　 用 Ｍａｔｌａｂ数学软件来解
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输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｘ
＞＞ｌｉｍｉｔ（ｓｉｎ（３∗ｘ） ／ ｓｉｎ（２∗ｘ），ｘ，０）
ａｎｓ＝
３ ／ ２

　 第二个重要
极限

２． ｌｉｍ
ｘ→∞
１＋ １

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＝ｅ（重要极限 ２）

这里的 ｅ就是作为自然对数底的无理数，小数点后取五位时，ｅ≈２．７１８ ２８．ｅ
和圆周率 π都是科学技术中十分有用的常数，具有特殊地位．

令
１
ｘ
＝ ｔ 换元，即可得到重要极限 ２的另一形式：

ｌｉｍ
ｔ→０
（１＋ｔ）

１
ｔ ＝ｅ．

对于数列也有这一结果，即

ｌｉｍ
ｎ→∞
１＋ １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

＝ｅ．

例 １０　 求 ｌｉｍ
ｘ→∞
１＋ ３

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

．

解法一　 ｌｉｍ
ｘ→∞
１＋ ３

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＝ ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋ ３
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ
３é

ë
êê

ù

û
úú

３

＝ｅ３ ．

解法二　 用 Ｍａｔｌａｂ数学软件来解

输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｘ
＞＞ｌｉｍｉｔ（（１＋３ ／ ｘ）＾ｘ，ｘ，ｉｎｆ）
ａｎｓ＝
ｅｘｐ（３）

例 １１　 求ｌｉｍ
ｘ→０
（１－５ｘ）

１
ｘ ．

解法一　 ｌｉｍ
ｘ→０
（１－５ｘ）

１
ｘ ＝ ｌｉｍ

ｘ→０
｛［（１＋（－５ｘ）］ －

１
５ｘ｝ －５ ＝ｅ－５ ．

解法二　 用 Ｍａｔｌａｂ数学软件来解

输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｘ
＞＞ｌｉｍｉｔ（（１－５∗ｘ）＾（１ ／ ｘ），ｘ，０）
ａｎｓ＝
ｅｘｐ（－５）

案例 １　 某人把 １００万元存入银行，年利率为 ５％，按连续复利计算，那么 ３ 年后的本利

和是多少？
解　 由本节引例知，ｎ 年后本金与利息总和为
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Ａ＝ ｌｉｍ
ｍ→∞

Ａ０ １＋
ｒ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ·ｍ

＝Ａ０ ｌｉｍｍ→∞
１＋ ｒ

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ
ｒé

ë
êê

ù

û
úú

ｎｒ

＝Ａ０ｅｎｒ，这就是连续复利公式．

把 Ａ０ ＝ １００，ｎ＝ ３，ｒ＝ ５％，代入连续复利公式，则 ３年后的本利和为

Ａ＝Ａ０ｅｎｒ ＝ １００ｅ０．０５
×３≈１００×１．１６１ ８＝ １１６．１８（万元） ．

案例 ２　 人类要发射卫星需要使用运载火箭，求火箭脱离地球引力所需要的最小速度．
解　 设火箭所要达到的最大高度为 ｈ，那么发射火箭所需要的初速度为

ｖ＝ ｆ（ｈ）＝ ２ｇＲｈ
ｈ＋Ｒ

＝ ２ｇＲ

１＋ Ｒ
ｈ

，ｈ∈（０，＋∞ ），

其中 ｇ 是重力加速度，Ｒ 是地球半径．
求火箭脱离地球引力所需要的最小速度就是要求当 ｈ→＋∞时，函数 ｖ＝ ｆ（ｈ）的极限值，

即

ｌｉｍ
ｈ→＋∞

ｆ（ｈ）＝ ｌｉｍ
ｈ→＋∞

２ｇＲｈ
ｈ＋ｒ

＝ ２ｇＲ ＝ １１ ２００（ｍ ／ ｓ），

其中 ｇ 取 ９．８ ｍ ／ ｓ２，Ｒ 取 ６．４×１０６ ｍ．这个极限值就是第二宇宙速度．

１．求下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→１

２ｘ３＋ｘ＋５
３ｘ４＋ｘ２－２

； （２）ｌｉｍ
ｘ→０

２ｘ
ｘ２＋４ｘ

；

（３） ｌｉｍ
ｘ→－４

ｘ＋４
ｘ２－１

； （４）ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ２＋２ｘ
（ｘ－３） ２

；

（５） ｌｉｍ
ｘ→－２

ｘ＋２
ｘ３＋８

； （６）ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ２－４ｘ＋３
ｘ２－２ｘ－３

；

（７） ｌｉｍ
ｘ→∞

３ｘ２－２ｘ＋１
４ｘ２＋５ｘ－２

； （８） ｌｉｍ
ｘ→∞

３ｘ２－７ｘ＋２
２ｘ＋５

；

（９） ｌｉｍ
ｎ→∞

４ｎ２＋３ｎ－１
ｎ３＋２

； （１０） ｌｉｍ
ｎ→∞

１－２ｎ２

３ｎ２＋２
；

（１１） ｌｉｍ
ｎ→∞

（ｎ＋１）（ｎ＋２）（２ｎ＋３）
６ｎ３

； （１２） ｌｉｍ
ｎ→∞

４ｎ＋１＋５ｎ＋１

４ｎ＋５ｎ
；

（１３）ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ＋６ －３
ｘ－３

； （１４） ｌｉｍ
ｘ→＋∞

３ｘ２＋１
ｘ－２

．

２．求下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
ｓｉｎ３ｘ

； （２）ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ２ｘ
ｓｉｎ５ｘ

； （３）ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎ２ｘ
ｘ
；

（４） ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘｓｉｎ １
ｘ
； （５）ｌｉｍ

ｘ→π

ｓｉｎｘ
ｘ－π
； （６）ｌｉｍ

ｘ→０

ａｒｃｓｉｎｘ
ｘ

．

３．求下列极限；

（１） ｌｉｍ
ｘ→∞
１＋ ３

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

； （２） ｌｉｍ
ｘ→∞
１－ ２

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

； （３）ｌｉｍ
ｘ→０
（１＋５ｘ）

１
ｘ ＋２；
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（４）ｌｉｍ
ｘ→０
（１＋ｓｉｎｘ） ２ｃｓｃｘ；　 （５） ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ
ｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

； 　 （６） ｌｉｍ
ｎ→∞

２ｎ－１
２ｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｎ

．

４．设圆的半径为 ｒ，试利用极限思想证明圆的周长为 Ｃ＝ ２πｒ．
５．求曲线的水平渐近线或垂直渐近线：

（１）ｙ＝ １
－２ｘ２

ｘ２－４
； （２）ｙ＝ ｘ２－３

ｘ３－２７
．

１．４　 函数的连续性

【身高增长】 　 人的身高 ｈ 是时间 ｔ 的函数 ｈ（ ｔ），而且 ｈ 随着 ｔ 连续变化．事实上，当时间

ｔ 的变化很微小时，人的高度 ｈ 的变化也是很微小的．即当 Δｔ→０时，Δｈ→０，即 ｌｉｍ
Δｔ→０
Δｈ＝ ０．这就

是“连续”的特征．
自然界中许多量的变化都是“连续”的，如气温的变化、植物的生长、物体的运动、放射性

物质质量的衰减等，这些现象反映在数学上就是函数的连续性．它是与函数极限密切相关的

一个数学基本概念．
１．４．１　 函数的连续性

１．函数的增量

设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ），当 ｘ 从 ｘ１ 变到 ｘ２ 时，终值 ｘ２ 与初值 ｘ１ 的差 ｘ２－ｘ１ 叫作自变量 ｘ 的增量

（也称改变量），记作 Δｘ，即 Δｘ＝ ｘ２－ｘ１，函数值的差 ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）叫作函数的增量（改变量），
记作 Δｙ，即

Δｙ＝ ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）＝ ｆ（ｘ１＋Δｘ）－ｆ（ｘ１） ．
例如，设 ｆ（ｘ）＝ ２ｘ２－１，则
当 ｘ 从 １变到 １．２时，Δｘ＝ １．２－１＝ ０．２，

Δｙ＝ ｆ（１．２）－ｆ（１）＝ （２×１．２２－１）－（２×１２－１）＝ ０．８８；
当 ｘ 从 ０变到－０．１时，Δｘ＝ －０．１－０＝ －０．１，

Δｙ＝ ｆ（－０．１）－ｆ（０）＝ ［２×（－０．１） ２－１］－（－１）＝ ０．０２．
２．函数在一点连续的概念

图 １－１０

设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ），ｘ０ 是其定义域内一点，当自变量从 ｘ０
变到 ｘ０＋Δｘ 时，函数的增量为 Δｙ＝ ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０） ．如图 １
－１０所示，函数 ｙ 随着自变量 ｘ 的改变而改变，它是“连
续”不断的，显然有 ｌｉｍ

Δｘ→０
Δｙ＝ ０，即

ｌｉｍ
Δｘ→０
［ ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）］ ＝ ０．

令 ｘ＝ ｘ０＋Δｘ，则当 Δｘ→０时，ｘ→ｘ０，因而上式等价于

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
［ ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）］ ＝ ０，

即 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ０） ．
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定义 １．１０　 设函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 的某个邻域内有定义，如果

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ０），

那么就说函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处连续，称 ｘ０ 是 ｆ（ｘ）的一个连续点．

　　函数的连续性

定义 １．１０对函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处连续要求同时满足三个条件：
（１） ｆ（ｘ）在 ｘ０ 有定义，即函数值 ｆ（ｘ０）存在；
（２） ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）存在；

（３） ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ０） ．

这三个条件中任何一条不满足，就说 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处不连续，这时称点 ｘ０ 是 ｆ（ｘ）的不连

续点或间断点．
如图 １－１１ 所示，函数 ｆ（ｘ）的图象在点 ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４ 是不连续的，它们不满足上述函数

ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处连续要求的三个条件．其中 ｘ２ 不满足条件（１），ｘ１，ｘ３ 不满足条件（２），ｘ４ 不满

足条件（３） ．除了这四个点以外的其他点处（包括 ｘ５），函数的图象都是连续的．

图 １－１１

例 １　 说明函数在指定点处是否连续：

（１）ｈ（ｘ）＝ ｘ
２－１
ｘ－１
，ｘ＝ １； （２）ｇ（ｘ）＝

ｘ２－１
ｘ－１
，ｘ≠１，

１，　 　 ｘ＝ １，

ì

î

í
ïï

ïï
ｘ＝ １；

（３）φ（ｘ）＝
－ｘ， ｘ≤－１，
ｘ－１，ｘ＞－１，{ ｘ＝ －１； （４） ｆ（ｘ）＝ ｜ ｘ ｜ ，ｘ＝ ０．

解　 （１）因为 ｈ（ｘ）在 ｘ＝ １无定义，所以 ｈ（ｘ）在点 ｘ＝ １处不连续（如图 １－１２（１） 所示） ．
（２）ｇ（ｘ）在 ｘ＝ １有定义，ｇ（１）＝ １，但

ｌｉｍ
ｘ→１

ｇ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－１
ｘ－１
＝ ｌｉｍ

ｘ→１
（ｘ＋１）＝ ２≠ｇ（１） ．

所以 ｇ（ｘ）在点 ｘ＝ １处不连续（如图 １－１２（２）所示） ．
（３）φ（ｘ）在 ｘ＝ －１有定义，φ（－１）＝ －（－１）＝ １，但

ｌｉｍ
ｘ→－１－

φ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→－１－
（－ｘ）＝ １， ｌｉｍ

ｘ→－１＋
φ（ｘ）＝ ｌｉｍ

ｘ→－１＋
（ｘ－１）＝ －２，

所以 ｌｉｍ
ｘ→－１

φ（ｘ）不存在．因此 φ（ｘ）在点 ｘ＝ －１处不连续（如图 １－１２（３）所示） ．

（４） ｆ（ｘ）在 ｘ＝ ０有定义，ｆ（０）＝ ０，且
ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→０
｜ ｘ ｜ ＝ ０ ＝ ｆ（０），
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所以 ｆ（ｘ）在点 ｘ＝ ０处连续（如图 １－１２（４）所示） ．

图 １－１２

如果 ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ０），则称函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处左连续；

如果 ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ０），则称函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处右连续．

如图 １－１１所示，函数在点 ｘ１ 处右连续；如图 １－１２（３）所示，函数在 ｘ＝ －１处左连续．
容易知道：函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处连续的充要条件是 ｆ（ｘ）在 ｘ０ 处既左连续又右连续．
下面给出函数在区间上连续的定义．

定义 １．１１　 若函数 ｆ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）内任意一点都连续，则称 ｆ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）内
连续．若函数 ｆ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）内连续，且 ｌｉｍ

ｘ→ａ＋
ｆ（ｘ）＝ ｆ（ａ），ｌｉｍ

ｘ→ｂ－
ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｂ），则称 ｆ（ｘ）在闭

区间［ａ，ｂ］上连续．

在某个区间上连续的函数，如果区间是半开区间或闭区间，在有定义的端点处函数连

续，是指左连续或右连续．如果函数 ｆ（ｘ）在某个区间上连续，则称 ｆ（ｘ）是该区间上的连续函

数，这个区间称为连续区间．
在某个区间上连续的函数，在该区间上，函数的图象是一条连续无间断的曲线．
３．初等函数的连续性

我们不加证明地给出如下重要结论：基本初等函数在其定义域内都是连续的；初等函数

在其定义区间内都是连续的．因此，求初等函数的连续区间就是求其定义区间．计算初等函数

在其定义区间内某一点的极限值，只要计算该函数在这一点的函数值即可．即
ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ０） ．

由于 ｆ（ｘ０）＝ ｆ（ ｌｉｍｘ→ｘ０
ｘ），所以上式可以改写为

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｘ），

即对连续函数，其极限运算与函数运算顺序可以交换．这个特性在求某些复合函数极限时会

给我们带来很大的便利．

定理 １．１　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｕ），ｕ＝φ（ｘ），ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

φ（ｘ）＝ ｂ，ｆ（ｕ）在 ｕ＝ ｂ 处连续，那么

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ［φ（ｘ）］ ＝ ｆ［ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

φ（ｘ）］ ＝ ｆ（ｂ） ．

例 ２　 设函数 ｆ（ｘ）＝ ｌｎ（ｘ
＋１）

３ ｘ－１
，讨论 ｆ（ｘ）的连续性，并求ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ（ｘ） ．
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解　 ｆ（ｘ）是初等函数，它的定义域是（－１，１）∪（１，＋∞ ），所以 ｆ（ｘ）分别在区间（－１，１）和
（１，＋∞ ）内连续，在 ｘ＝ １处间断．又 ０∈（－１，１），所以

ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（ｘ＋１）
３ ｘ－１

＝ ｌｎ（０＋１）３ ０－１
＝ ０．

例 ３　 求ｌｉｍ
ｘ→０
ｌｎ（１＋ｘ）

１
ｘ ．

解　 ｙ＝ ｌｎ（１＋ｘ）
１
ｘ 可以看成是由 ｙ＝ ｌｎｕ，ｕ ＝ （１＋ｘ）

１
ｘ 复合而成的，且ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ）

１
ｘ ＝ ｅ，ｙ ＝ ｌｎｕ

在 ｕ＝ｅ处连续，所以

ｌｉｍ
ｘ→０
ｌｎ（１＋ｘ）

１
ｘ ＝ ｌｎ［ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ）

１
ｘ ］ ＝ ｌｎｅ ＝ １．

１．４．２　 闭区间上连续函数的性质

１．最大值、最小值性质

设函数 ｆ（ｘ）在 Ｄ 上有定义，ａ∈Ｄ，对任意的 ｘ∈Ｄ：如果 ｆ（ａ）≥ｆ（ｘ），则称 ｆ（ａ）是 ｆ（ｘ）
在 Ｄ 上的最大值；如果 ｆ（ａ）≤ｆ（ｘ），则称 ｆ（ａ）是 ｆ（ｘ）在 Ｄ 上的最小值．

定理 １．２　 闭区间［ａ，ｂ］上的连续函数 ｆ（ｘ）一定有最大值和最小值．

如图 １－１３ 所示，ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，在 ｘ ＝ ｂ 处有最小值 ｆ（ｂ），在 ｘ ＝ ｃ２ 处有最大值

ｆ（ｃ２） ．

图 １－１３

２．介值性质

定理 １．３（介值定理）　 如果函数 ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连续，ｆ（ａ）≠ｆ（ｂ），μ 是介于

ｆ（ａ）与 ｆ（ｂ）之间的任一数，那么在（ａ，ｂ）内至少有一点 ｃ，使得 ｆ（ｃ）＝ μ．
特别地，如果 ｆ（ａ）与 ｆ（ｂ）符号相反，那么在（ａ，ｂ）内至少有一点 ｃ，使得 ｆ（ｃ）＝ ０．

介值定理的意义：如果水平直线 ｙ＝μ 介于两条平行线 ｙ＝ ｆ（ａ）和 ｙ＝ ｆ（ｂ）之间，那么连续

曲线 ｙ＝ ｆ（ｘ）与直线 ｙ＝μ 至少相交一次．如图 １－１４（１）所示．
在 ｆ（ａ）与 ｆ（ｂ）符号相反的情形下，则曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ）与直线 ｙ ＝ ０（即 ｘ 轴）至少有一个交

点（ｃ，０），如图 １－１４（２）所示．由 ｆ（ｃ）＝ ０可知，ｘ＝ ｃ 是方程 ｆ（ｘ）＝ ０的一个实数根．



２７　　　

图 １－１４

案例　 证明方程 ２ｘ３＋ｘ－７＝ ０ 在（１，２）内有实数根．
证明　 设 ｆ（ｘ）＝ ２ｘ３＋ｘ－７，ｆ（ｘ）是初等函数，定义域为（ －∞ ，＋∞ ），所以 ｆ（ｘ）在闭区间

［１，２］上连续，又 ｆ（１）＝ －４＜０，ｆ（２）＝ １１＞０，由介值定理，在（１，２）内至少有一个实数 ｃ，使得

ｆ（ｃ）＝ ０，即
２ｃ３＋ｃ－７＝ ０．

所以方程 ２ｘ３＋ｘ－７＝ ０ 在（１，２）内至少有一个实数根 ｘ＝ ｃ．

１．判断下列函数在指定点处是否连续：

（１） ｆ（ｘ）＝ １
（ｘ－２） ２，ｘ＝ ０，ｘ＝ ２； （２） ｆ（ｘ）＝ ｘ２－３ｘ

ｘ－３
，ｘ＝ ３；

（３） ｆ（ｘ）＝
ｘ２－３，ｘ≤－１，
２ｘ＋１，ｘ＞－１，{ ｘ＝ －１； （４） ｆ（ｘ）＝

ｓｉｎｘ
ｘ

，ｘ≠０，

１，ｘ＝ ０，

ì

î

í
ïï

ïï
ｘ＝ ０．

２．下列函数是否有间断点？ 若有，求出来．

（１） ｆ（ｘ）＝ ｅ
１

ｘ－１； （２） ｆ（ｘ）＝ ２ｘ
ｘ２－４

；

（３） ｆ（ｘ）＝ ｘ２－ｘ＋２
ｘ２＋３ｘ＋２

； （４） ｆ（ｘ）＝
ｘ，　 　 ｘ＜０，
ｘ２＋１，ｘ≥０；{

（５） ｆ（ｘ）＝
ｘ２－ｘ
ｘ－１

，ｘ≠１，

２，　 　 ｘ＝ １；

ì

î

í
ïï

ïï
（６） ｆ（ｘ）＝

（１＋ｘ）
１
ｘ ，ｘ≠０，

ｅ，　 　 　 ｘ＝ ０．{
３．求下列函数的连续区间：
（１） ｆ（ｘ）＝ ｘ３－２ｘ＋５； （２） ｆ（ｘ）＝ ｌｎ（ｘ－１）；

（３） ｆ（ｘ）＝ ｘ－２
ｘ＋２

； （４） ｆ（ｘ）＝ ２ｘ

ｘ２－４
；

（５） ｆ（ｘ）＝ ｌｎ ｘ－３
ｘ＋３

； （６） ｆ（ｘ）＝ ａｒｃｔａｎ ｘ＋２ ．
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　 　 ４．求下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→０
ｌｎ（１＋ｘ２＋ｃｏｓｘ）； （２）ｌｉｍ

ｘ→５

ｘ
ｘ－１
；

（３）ｌｉｍ
ｘ→２

２ｘ－３
ｘ２＋ｘ－１

； （４）ｌｉｍ
ｘ→１
ａｒｃｔａｎ ｘ－１

ｘ２－ｘ
；

（５） ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｌｎ ４ｘ

２－５ｘ
ｘ２＋３ｘ＋７

； （６）ｌｉｍ
ｘ→０
ｅ
ｓｉｎｘ
ｘ ．

５．已知函数 ｆ（ｘ）＝
ｘ＋３，ｘ≤０，
２ａ－ｘ，ｘ＞０，{ 当 ａ 为何值时，ｆ（ｘ）在点 ｘ＝ ０处连续．

任务一　 【哪一家公司费用较便宜】 　 （见任务提出）
解　 （１）甲公司出租一天汽车的费用（元）与行程（千米）之间的函数为

ｆ１（ｘ）＝ ３２０＋１．２ｘ；
乙公司出租一天汽车的费用（元）与行程（千米）之间的函数为

ｆ２（ｘ）＝ ４８０＋０．８ｘ；
（２）当 ｆ１（ｘ）＝ ｆ２（ｘ）时，ｘ ＝ ２００，即当行程为 ２００ 千米时，两家公司的费用一样多；而当

ｘ＜２００时，ｆ１（ｘ）＜ｆ２（ｘ），甲公司的费用较便宜；当 ｘ＞２００ 时，ｆ１（ｘ） ＞ｆ２（ｘ），乙公司的费用较便

宜．
任务二　 【贷款的还款总额】 　 （见任务提出）
解　 由题意知，Ａ０ ＝ ８０万元，ｒ＝ ８％，ｎ ＝ １０，代入连续复利公式，可得 ２０２９ 年 ２ 月 １５ 日

到期一次还本付息的还款总额为

Ａ＝Ａ０ｅｎｒ ＝ ８０ｅ０．０８
×１０≈８０×２．２２５ ５＝ １７８．０４３ ３（万元） ．

由于计算比较繁杂，用 Ｍａｔｌａｂ数学软件求解：
输入：
＞＞８０∗ｅｘｐ（０．０８∗１０）
ａｎｓ＝
１７８．０４３３
任务三　 【圆的面积】 　 （见任务提出）
证明：作圆内接正 ｎ 边形，连接圆心与圆内接正 ｎ 边形的各顶点，把圆内接正 ｎ 边形分

成了 ｎ 个相等的三角形，每个三角的面积为 Ｓ△ ＝
１
２
ｒ２ｓｉｎ ２π

ｎ
，则圆内接正 ｎ 边形的面积

Ａｎ ＝ｎ·Ｓ△ ＝
ｎ
２
ｒ２ｓｉｎ ２π

ｎ
．

当圆内接正 ｎ 边形的边数 ｎ 无限增大时，圆内接正 ｎ 边形的面积无限接近圆的面积．因
此，应用第一个重要极限，可得圆的面积为

Ｓ圆 ＝ ｌｉｍｎ→∞
Ａｎ ＝ ｌｉｍｎ→∞

ｎ
２
ｒ２ｓｉｎ ２π

ｎ
＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
πｒ２
ｓｉｎ ２π

ｎ
２π
ｎ

＝πｒ２ ．
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椅子能在不平的地面上放稳吗？
一、问题的提出

把椅子往不平的地面上一放，通常只有三只脚着地，放不稳，然而只要稍挪动几次，就可

以四脚着地，放稳了，用数学语言加以证明．
二、模型的假设

１．椅子四条腿一样长，椅脚与地面接触可视为一个点，四脚的连线呈正方形．
２．地面高度是连续变化的，沿任何方向都不会出现间断（没有像台阶那样的情况），即地

面可视为数学上的连续曲面．
３．对于椅脚的间距和椅脚的长度而言，地面是相对平坦的，使椅子在任何位置至少有三

只脚同时着地．

图 １－１５　 正方形椅脚

三、模型的建立

中心问题是用数学语言表示四只脚同时着地的条件、结论．
首先用变量表示椅子的位置，由于椅脚的连线呈正方形，以正

方形中心为对称点，正方形绕中心的旋转正好代表了椅子的位置

的改变，于是可以用旋转角度 θ 这一变量来表示椅子的位置．
其次要把椅脚着地用数学符号表示出来，如果用某个变量

表示椅脚与地面的竖直距离，当这个距离为 ０ 时，表示椅脚着地

了．椅子要挪动位置说明这个距离是位置变量的函数．
由于正方形的中心对称性，只要设两个距离函数就行了，记

Ａ，Ｃ 两脚与地面距离之和为 ｆ（θ），Ｂ，Ｄ 两脚与地面距离之和为 ｇ（θ），显然 ｆ（θ）≥０，ｇ（θ）≥
０，由假设 ２知 ｆ（θ），ｇ（θ）都是连续函数，再由假设 ３知 ｆ（θ），ｇ（θ）至少有一个为 ０．当 θ＝０时，
不妨设 ｇ（θ）＝ ０，ｆ（θ）＞０，这样改变椅子的位置使四只脚同时着地，就归结为如下命题：

命题　 已知 ｆ（θ），ｇ（θ）是 θ 的连续函数，对任意 θ，ｆ（θ）∗ｇ（θ）＝ ０，且 ｇ（０）＝ ０，ｆ（０）＞０，则
存在 θ０，使 ｇ（θ０）＝ ｆ（θ０）＝ ０．

四、模型的求解

将椅子旋转 ９０°，对角线 ＡＣ 和 ＢＤ 互换，由 ｇ（０）＝ ０，ｆ（０）＞０可知 ｇ（ π
２
）＞０，ｆ（ π

２
）＝ ０．令

ｈ（θ）＝ ｆ（θ）－ｇ（θ），则 ｈ（０）＞０，ｈ（ π
２
）＜０，由 ｆ（ θ），ｇ（θ）的连续性知 ｈ（θ）也是连续函数，由

零点定理，必存在 θ０（０＜θ０ ＜
π
２
）使 ｈ（ θ０） ＝ ０，ｇ（ θ０） ＝ ｆ （ θ０），由 ｇ（ θ０）∗ ｆ （ θ０） ＝ ０，所以

ｇ（θ０）＝ ｆ（θ０）＝ ０．
五、模型的结果分析与推广

该模型讨论了椅子四脚连线为正方形的模型，并给出了椅子可以在不平的地面放稳的详

细证明过程．该模型应用了连续函数的介值定理．事实上，椅子的形状有很多种，我们仅仅讨论

了最特殊的一种，还有常见的椅子四条腿呈长方形的情形，这种情形又如何证明呢？ 请思考．
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知识阅读：哲学角度认识极限法

极限思想在现代数学乃至物理学等学科中有着广泛的应用，这是由它本身固有的思维

功能所决定的．极限思想揭示了变量与常量、无限与有限的对立统一关系，是唯物辩证法的

对立统一规律在数学领域中的应用．借助极限思想，人们可以从有限认识无限，从“不变”认

识“变”，从直线认识曲线，从量变认识质变，从近似认识精确．
“变”与“不变”反映了事物运动变化与相对静止两种不同状态，但它们在一定条件下又

可相互转化，这种转化是“数学科学的有力杠杆之一” ．例如，要求变速直线运动的瞬时速度，
用初等方法是无法解决的，困难在于速度是变量．为此，人们先在小范围内用匀速代替变速，
并求其平均速度，把瞬时速度定义为平均速度的极限，它就是借助极限的思想方法，从“不

变”来认识“变” ．
曲线与直线有着本质的差异，但在一定条件下也可以相互转化，正如恩格斯所说：“直线

与曲线在微积分中终于等同起来了．”善于利用这种对立统一关系是处理数学问题的手段之

一．直线围成的面积容易求得，曲线围成的面积的求解用初等的方法是不能解决的．刘徽用圆

内接正多边形逼近圆，一般地，人们用小矩形的面积来逼近曲边梯形的面积，都是借助极限
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的思想方法，从直线围成图形的面积来认识曲线围成图形的面积．
量变和质变既有区别又有联系，两者之间有着辩证的关系．量变能引起质变，质和量的

互变规律是辩证法的基本规律之一，在数学研究工作中起着重要作用．对任何一个圆内接正

多边形来说，当它的边数加倍后，得到的还是内接正多边形，是量变而不是质变；但是，不断

地让边数加倍，经过无限过程之后，多边形就“变”成圆，多边形面积便转化为圆面积．这就是

借助极限的思想方法，从量变来认识质变．
近似与精确是对立统一关系，两者在一定条件下也可相互转化，这种转化是数学应用于

实际计算的重要诀窍．前面所讲到的“平均速度”“圆内接正多边形面积”，分别是相应的“瞬

时速度”和“圆面积”的近似值，取极限后就可得到相应的精确值．这也是借助极限的思想方

法，从近似来认识精确的．

１．判断题：
（１）如果ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）存在，那么ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ０） ．

（２）如果 ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｆ（ｘ）与 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）都存在，那么 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）存在．

（３）如果 ｆ（ｘ）为初等函数，且在（ａ，ｂ）内有定义，ｃ∈（ａ，ｂ），那么ｌｉｍ
ｘ→ｃ

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｃ） ．

（４）基本初等函数在其定义域内的每一点都连续．
（５）初等函数在它的定义区间内是连续的．
（６）１０１００是无穷大量．

（７）函数 ｆ（ｘ）当 ｘ→ｘ０ 时是无穷小，则 １
ｆ（ｘ）

一定是无穷大．

（８）常数与无穷小的积仍是无穷小．
（９）对于单调增函数，随着自变量的增加，函数值的增量一定是正值．
（１０）连续函数必有最大值和最小值．
２．选择题：
（１）如果 ｌｉｍ

ｘ→ｘ－０
ｆ（ｘ）＝ ｌｉｍ

ｘ→ｘ＋０
ｆ（ｘ）＝ ｌ，那么（　 　 ） ．

Ａ．ｆ（ｘ０）＝ ｌ Ｂ． ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ｌ

Ｃ．ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处连续 Ｄ．以上三种说法都不对

（２）在ｌｉｍ
ｔ→０

ｓｉｎｔ
ｔ
，ｌｉｍ
ｘ→２

ｓｉｎ（ｘ－２）
ｘ－２

，ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２ｓｉｎ １
ｘ２

和 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｓｉｎｘ
ｘ

中，极限值为 １的有（　 　 ） ．

Ａ．１个 Ｂ．２个 Ｃ．３个 Ｄ．４个

（３）如果ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝ ０，ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝ ０，则ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）

的结果为（　 　 ） ．

Ａ．０ Ｂ．∞ Ｃ．ｋ（ｋ≠０） Ｄ．无法确定

（４）当 ｘ→（　 　 ）时，ｙ＝
３ｘ

ｘ２－９
为无穷大．

Ａ．３ Ｂ．０ Ｃ．∞ Ｄ．±３
（５）当 ｘ→∞时，下列所给函数为无穷小量的是（　 　 ） ．
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Ａ．３ｘ＋２ Ｂ．ｓｉｎｘ Ｃ．ａｒｃｔａｎｘ Ｄ． ｘ
ｘ２－１

３．填空题：

（１）设 ｆ（ｘ）＝ １

１－ｘ２
，φ（ｘ）＝ ｓｉｎｘ，那么 ｆ［φ（ｘ）］ ＝ ，ｆ［φ（π）］ ＝ ．

（２）函数 ｙ＝ｅｓｉｎｘ２可以看成是由简单函数 ， 和 复合而成的．

（３）函数 ｆ（ｘ）＝ ｘ
２＋５ｘ
ｘ２－４

的定义域为 ，连续区间为 ．

（４）函数 ｆ（ｘ）＝ １
ｘ
ｌｎ ９－ｘ２在区间　 　 　 　 　 　 　 　 上连续．

（５）如果 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ＋ａ
ｘ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ＋１

＝ｅ２，那么 ａ 的值是 ．

４．求下列极限：

（１）ｌｉｍ
ｘ→１

３ｘ２－４ｘ＋２
２ｘ２＋３

；　 　 　 　 （２）ｌｉｍ
ｘ→４
ａｒｃｔａｎ １

ｘ－１
；　 　 　 　 （３） ｌｉｍ

ｘ→∞

４ｘ２－３ｘ＋１
３ｘ２＋７

；

（４） ｌｉｍ
ｘ→∞

２ｘ３＋ｘ－１
ｘ４＋３ｘ２

； （５） ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ２＋３ｎ
ｎ２＋２ｎ－３

； （６）ｌｉｍ
ｘ→３

ｘ２－４ｘ＋３
ｘ２－９

；

（７）ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎ２ｘ
ｓｉｎ５ｘ

； （８） ｌｉｍ
ｘ→∞
１－ １

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

９ｘ

； （９）ｌｉｍ
ｘ→０
（１＋６ｘ） －

１
ｘ ；

（１０） ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋２＋…＋ｎ
ｎ２－３ｎ

； （１１） ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｘ２
ｓｉｎｘ２； （１２）ｌｉｍ

ｘ→０

１
ｘ２
ｓｉｎｘ２；

（１３）ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｘ －１
ｓｉｎｘ

； （１４） ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｅ
１
ｘ ； （１５）ｌｉｍ

ｘ→１

ｘ＋ｘ２＋…＋ｘｎ－ｎ
ｘ－１

．

５．设 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ－１
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋｘ

＝ｅ２，求 ｋ 的值．

６．设函数 ｆ（ｘ）＝

ｘ２－２，ｘ＜０，
ａ－１，ｘ＝ ０，
ｓｉｎｂｘ
ｘ
，ｘ＞０．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１）ａ，ｂ 为何值时，极限ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）存在？

（２）ａ，ｂ 为何值时，函数 ｆ（ｘ）在 ｘ＝ ０连续？

７．设 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２＋１
ｘ＋１
－（ａｘ＋ｂ）é

ë
êê

ù

û
úú ＝ １，求常数 ａ，ｂ 的值．

８．一只圆球形气球，充气时其半径以 ２ ｃｍ ／ ｓ 的速度增加，试把气球的体积 Ｖ（ｃｍ３）表示

成时间 ｔ（ｓ）的函数．
９．一支礼花炮燃放后从地面竖直冲上天空，在爆炸前的一段时间里，其高度 ｈ 与时间 ｔ

的关系为 ｈ＝ ５０ｔ－４．９ｔ２，其中 ｔ 的单位是 ｓ，ｈ 的单位是 ｍ，求 ｔ＝ ３ ｓ这一时刻礼花炮的速度．
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单元 ２　 导数与微分

导数、微分及其应用称为微分学，不定积分、定积分及其应用称为积分学．一元函数的微

分学与一元函数的积分学统称为一元函数的微积分学．
导数反映了函数相对于自变量的变化而变化的快慢程度，即函数的变化率．在自然科学

和工程技术的众多领域中有许多实际问题，例如：物体运动的瞬时速度、非恒定电流的电流

强度、放射性物质的衰减速度等，所有这些在数量关系上都归结为函数的变化率，即导数．而
微分则刻画了当自变量有微小变化时，函数大约有多少变化．本单元首先提出任务，之后将

介绍导数的概念和基本运算，微分的概念和运算，并了解用数学软件 Ｍａｔｌａｂ 求导数，然后利

用这些知识解决本单元提出的任务．

知识目标：理解导数与微分的概念；了解隐函数的求导方法；知道高阶导数的定义；会根

据导数公式及法则计算初等函数的导数或微分；会求简单函数的二阶导数．
能力目标：能利用变化率解决简单的实际问题；能用 Ｍａｔｌａｂ 数学软件求导数；能运用微

分进行简单的近似计算．
素质目标：培养学生的数学思维、数学应用能力；培养学生的数学素养；培养学生的创新

精神．

任务一　 【人影移动的速率】
某人高 １．８ ｍ，在水平路面上以 １．６ ｍ ／ ｓ 的速率走向一街灯，若此街灯在路面上方 ５ ｍ，

当此人与灯的水平距离为 ４ ｍ时，人影端点移动的速率为多少？
任务二　 【电流强度】
如果一电路中的电量 Ｑ（ ｔ）＝ ｔ３－ｔ．求：（１）在时刻 ｔ 的电流强度 ｉ（ ｔ）；（２） ｔ＝ ２时的电流强

度．
任务三　 【每月向银行多付多少元贷款】
张先生最近考虑买一套商品房，需要向银行抵押贷款 １２０ ０００ 元．设贷款年利率为 ｒ，每

月等额还款，３０年内还清贷款，每月应还银行款额 ｐ（ ｒ）为

ｐ（ ｒ）＝
１２０ ０００× ｒ

１２

１－ １＋ ｒ
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷

－３６０（元） ．
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如果银行的年利率由 １０％增加到 １０．２％，试估算张先生每月向银行多付多少元贷款？
任务四　 【绝对误差和相对误差】
光纤是光导纤维的简称，它是一种新型的光波导，现在实用的光纤是一根比人的头发稍

粗的玻璃丝，确保光纤光缆的质量至关重要．光纤基本参数的测试是对光纤光缆的质量保证．
光纤的特征参数有几何特征参数和光学特征参数两种，其中几何特征参数包括光纤长度、纤
芯直径、包层直径、纤芯不圆度、芯 ／ 包层同心度误差等．

设某厂生产的光纤直径平均值为 Ｄ＝ ２０ μｍ，绝对误差的平均值为 ２ μｍ，试计算其截面

积，并估计其绝对误差和相对误差．

２．１　 导数的概念

引例 １　 平面曲线的切线斜率

已知平面曲线 ｙ＝ ｆ（ｘ）过点 Ｐ（ｘ０，ｆ（ｘ０）），求曲线 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 Ｐ（ｘ０，ｆ（ｘ０））处切线的斜

率．

图 ２－１

分析　 如图 ２－１所示，Ｐ（ｘ０，ｆ（ｘ０））是曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ）上的

一个定点，Ｍ（ｘ０＋Δｘ，ｆ（ｘ０＋Δｘ））是曲线上的动点，则割线 ＰＭ
的斜率为

Δｙ
Δｘ
＝
ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）

Δｘ
．

当 Δｘ→０时，点 Ｍ 就沿着曲线趋向于点 Ｐ，如果割线 ＰＭ
的斜率有极限，即

　 　 　 　 ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｙ
Δｘ
＝ ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）
Δｘ

＝ ｋ， （２．１）

那么就把过点 Ｐ 以 ｋ 为斜率的直线 ＰＴ 定义为曲线 ｙ＝ ｆ（ｘ）在
点 Ｐ 处的切线，即切线 ＰＴ 就是割线 ＰＭ 当 Ｍ 沿曲线趋向于 Ｐ 时的极限位置．

引例 ２　 变速直线运动的瞬时速度

设一物体作变速直线运动，以它的运动直线为数轴，则在物体运动的过程中，对于每一

时刻 ｔ，物体的相应位置可以用数轴上的一个坐标 ｓ 表示，即 ｓ 与 ｔ 之间存在函数关系：ｓ ＝
ｓ（ ｔ），这个函数习惯上叫作位置函数．现在我们来考察该物体在 ｔ０ 时刻的瞬时速度．

分析　 设在 ｔ０ 时刻物体的位置为 ｓ（ ｔ０） ．当自变量 ｔ 获得增量 Δｔ 时，物体的位置函数 ｓ
相应地有增量（如图 ２－２），此时有

Δｓ＝ ｓ（ ｔ０＋Δｔ）－ｓ（ ｔ０） ．

图 ２－２

于是比值

Δｓ
Δｔ
＝
ｓ（ ｔ０＋Δｔ）－ｓ（ ｔ０）

Δｔ
就是物体在 ｔ０ 到 ｔ０＋Δｔ 这段时间内的平均速度，记作ｖ，即
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ｖ＝Δｓ
Δｔ
＝
ｓ（ ｔ０＋Δｔ）－ｓ（ ｔ０）

Δｔ
．

当 ｜ Δｔ ｜很小时，其平均速度就可以近似地看作 ｔ０ 时刻的瞬时速度．因此，当 Δｔ→０时，ｖ的
极限定义为物体在 ｔ０ 时刻的瞬时速度，即

ｖ（ ｔ０）＝ ｌｉｍΔｔ→０ ｖ＝ ｌｉｍΔｔ→０
Δｓ
Δｔ
＝ ｌｉｍ
Δｔ→０

ｓ（ ｔ０＋Δｔ）－ｓ（ ｔ０）
Δｔ

． （２．２）

这就是说，物体运动的瞬时速度是当时间增量趋向于零时，位置函数的增量和时间的增量之

比的极限．
上述两例的实际意义完全不同，但从抽象的数量关系来看，它们的实质是一样的．可以

看出，式（２．１）与式（２．２）是同一种形式的极限，即当自变量增量趋向于零时，函数

增量与自变量增量之比的极限．我们把这种特定的极限叫作导数．

　　导数的定义

２．１．１　 导数的定义

１．函数在点 ｘ０ 处的导数

定义 ２．１　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 的某邻域内有定义，如果 ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｙ
Δｘ

存在，则称函数

ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处可导，这个极限值叫作 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处的导数，记作 ｆ　′（ｘ０），即

ｆ　′（ｘ０）＝ ｌｉｍΔｘ→０
ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）

Δｘ
． （２．３）

如果式（２．３）的极限不存在，则称函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处不可导．

导数 ｆ　′（ｘ０）也叫作函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处相对于自变量 ｘ 的变化率，即因变量在 ｘ０ 处

的瞬时变化率．

函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处的导数记号还常用 ｙ′ ｜ ｘ＝ｘ０，
ｄｙ
ｄｘ ｘ＝ｘ０

， ｄ
ｄｘ

ｆ（ｘ）
ｘ＝ｘ０

等表示．

记 ｘ＝ ｘ０＋Δｘ，式（２．３）就成为

ｆ　′（ｘ０）＝ ｌｉｍｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

． （２．４）

２．函数的导数

如果函数 ｆ（ ｘ）在区间（ａ，ｂ）内的每一点都可导，就说 ｆ（ ｘ）在（ａ，ｂ）内可导．这时，对
（ａ，ｂ）内的每一个 ｘ 值，都有唯一确定的导数值 ｆ　′（ｘ）和它对应，从而在（ａ，ｂ）内确定了一个

函数，称为函数 ｆ（ｘ）的导函数，简称为导数，记作 ｆ　′（ｘ），ｙ′，ｄｙ
ｄｘ
， ｄ
ｄｘ

ｆ（ｘ）等．

在式（２．３）中把 ｘ０ 换成 ｘ，即得导数的定义：

ｆ　′（ｘ）＝ ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）
Δｘ

． （２．５）

思考题：ｆ　′（ｘ０）与 ｆ　′（ｘ）的关系是什么？
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导数的概念是隐去几何和物理的实际背景，而抽象地定义为函数因变量与自变量

的增量比值的极限．数学的抽象性使我们能够在生活中抓住事物的共性和本质．

由以上讨论可知，沿直线运动物体的位置函数 ｓ（ ｔ）关于时间 ｔ 的导数 ｓ′（ ｔ）就是速度函
数 ｖ（ ｔ），即 ｖ（ ｔ）＝ ｓ′（ ｔ） ．

２．１．２　 用定义计算导数

根据导数定义求导数，可按以下三步进行：
（１）计算函数的增量：Δｙ＝ ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）；

（２）计算两个增量的比值：Δｙ
Δｘ
＝ ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）

Δｘ
；

（３）求极限：ｙ′＝ ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｙ
Δｘ
＝ ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）
Δｘ

．

例 １　 求常值函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）＝ Ｃ（Ｃ 为常数）的导数．

解　 Δｙ＝ ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）＝ Ｃ－Ｃ＝ ０，Δｙ
Δｘ
＝ ０，于是 ｙ′＝ ｌｉｍ

Δｘ→０

Δｙ
Δｘ
＝ ０，即

（Ｃ） ′＝ ０（Ｃ 为常数） ．
例 ２　 求函数 ｙ＝ ｘｎ（ｘ∈Ｎ∗）的导数．
解　 Δｙ＝（ｘ＋Δｘ） ｎ－ｘｎ ＝ｎｘｎ－１Δｘ＋Ｃ２ｎｘｎ－２（Δｘ） ２＋…＋（Δｘ） ｎ，

Δｙ
Δｘ
＝ｎｘｎ－１＋Ｃ２ｎｘｎ－２Δｘ＋…＋（Δｘ） ｎ－１，

ｙ′＝ ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｙ
Δｘ
＝ ｌｉｍ
Δｘ→０
［ｎｘｎ－１＋Ｃ２ｎｘｎ－２Δｘ＋…＋（Δｘ） ｎ－１］ ＝ｎｘｎ－１ ．

即 （ｘｎ） ′＝ｎｘｎ－１，ｎ∈Ｎ∗ ．
事实上，当 ｎ 是任意的实常数时，上式都成立，即幂函数的求导公式为

（ｘα） ′＝αｘα－１，α 为实常数．
例如，按此公式得（ｘ） ′＝ １，（ｘ２） ′＝ ２ｘ，（ｘ３） ′＝ ３ｘ２，…．

又如，（ ｘ ） ′＝（ｘ
１
２ ） ′＝ １

２
ｘ
１
２ －１ ＝ １
２ ｘ
；

１
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ′＝（ｘ－１） ′＝ －ｘ－１－１ ＝ －ｘ－２ ＝ － １

ｘ２
等．

２．１．３　 导数的几何意义

根据引例 １可知导数的几何意义．
导数的几何意义 　 设函数 ｙ ＝ ｆ（ ｘ）在 ｘ０ 处可导，则 ｆ 　′（ ｘ０ ）就是曲线 ｙ ＝ ｆ（ ｘ）在点

Ｐ（ｘ０，ｆ（ｘ０））处切线的斜率，即 ｋ＝ ｆ　′（ｘ０） ．
于是，由直线的点斜式方程，曲线 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 Ｐ（ｘ０，ｆ（ｘ０））处的切线方程为

ｙ－ｆ（ｘ０）＝ ｆ　′（ｘ０）（ｘ－ｘ０）；
法线方程为

ｙ－ｆ（ｘ０）＝ －
１

ｆ　′（ｘ０）
（ｘ－ｘ０）　 （ ｆ　′（ｘ０）≠０） ．
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若 ｆ　′（ｘ０）＝ ０，则切线方程为 ｙ＝ ｆ（ｘ０），法线方程为 ｘ＝ ｘ０；若 ｆ　′（ｘ０）＝ ∞ ，则切线方程

为 ｘ＝ ｘ０，法线方程为 ｙ＝ ｆ（ｘ０） ．

例 ３　 求曲线 ｙ＝ １
ｘ
在点

１
２
，２æ

è
ç

ö

ø
÷ 处的切线方程和法线方程．

解　 由导数的几何意义可知，曲线 ｙ＝ １
ｘ
在点

１
２
，２æ

è
ç

ö

ø
÷ 处切线的斜率为

ｋ＝ ｙ′ ｜ ｘ＝ １２ ＝ －
１
ｘ２ ｘ＝ １２

＝ －４，

可得，切线方程为

ｙ－２＝ －４ ｘ－ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，即 ４ｘ＋ｙ－４＝ ０．

法线方程为

ｙ－２＝ １
４

ｘ－ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，即 ２ｘ－８ｙ＋１５＝ ０．

２．１．４　 函数的可导性与连续性的关系

定理 ２．１　 如果函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处可导，那么 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处连续．

但是这个定理的逆命题不成立．即函数在某点连续，但在该点不一定可导．
例 ４　 讨论函数 ｙ＝ ３ ｘ在点 ｘ＝ ０处连续但不可导．
解　 根据初等函数的连续性，函数 ｙ＝ ３ ｘ在点 ｘ＝ ０处连续（如图 ２－３所示） ．

图 ２－３

因为 ｙ′＝（ ３ ｘ ） ′＝（ｘ
１
３ ） ′＝ １

３
ｘ－
２
３ ＝ １

３
３
ｘ２
，

所以当 ｘ＝ ０时，ｙ′不存在．
即函数 ｙ＝ ３ ｘ在点 ｘ＝ ０处不可导．
函数 ｙ＝ ｜ ｘ ｜在点 ｘ＝ ０处连续但不可导．
思考题：可导、连续、有极限之间有何关系？ 试举例说明．

前面我们从实际问题中抽象了导数的概念，现在把抽象的概念运用到实践中去，在科学

技术中常把导数称为变化率．

对于函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）来说，Δｙ
Δｘ
＝ ｆ（ｘ＋Δｘ）－ｆ（ｘ）

Δｘ
表示 ｙ 在区间［ｘ０，ｘ０＋Δｘ］上的平均变化率；

ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｙ
Δｘ
＝ ｆ　′（ｘ０）称为函数 ｙ 在 ｘ０ 处的变化率．当函数有不同实际含义时，变化率的含义也不

同．
案例 １　 【非恒定电流的电流强度】在导线中有一强度变化不定的电流通过，设在 ｔ 时刻

通过某一固定截面的电量为 Ｑ（ ｔ），求在 ｔ０ 时刻的电流强度 ｉ（ ｔ０） ．
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解　 以 ΔＱ 表示电流通过导线的时间从 ｔ０ 到 ｔ０＋Δｔ 的电量，则在时间间隔为 Δｔ 内的平

均电流强度为ｉ＝ΔＱ
Δｔ
＝
Ｑ（ ｔ０＋Δｔ）－Ｑ（ ｔ０）

Δｔ
，则 ｔ０ 时刻的电流强度为

ｉ（ ｔ０）＝ ｌｉｍΔｔ→０
ΔＱ
Δｔ
＝Ｑ′（ ｔ０） ．

案例 ２　 【冷却速度】当物体的温度高于周围介质的温度时，物体就不断冷却，若物体的

温度 Ｔ 与时间 ｔ 的函数关系为 Ｔ＝Ｔ（ ｔ），应怎样确定该物体在时刻 ｔ０ 的冷却速度？
解　 时间从 ｔ０ 到 ｔ０＋Δｔ，温度的改变量为 ΔＴ＝Ｔ（ ｔ０＋Δｔ） －Ｔ（ ｔ０），此时，平均冷却速度为ｖ

＝ΔＴ
Δｔ
＝
Ｔ（ ｔ０＋Δｔ）－Ｔ（ ｔ０）

Δｔ
，则 ｔ０ 时刻冷却速度为

ｖ（ ｔ０）＝ ｌｉｍΔｔ→０
ΔＴ
Δｔ
＝Ｔ′（ ｔ０） ．

案例 ３　 【ＰＮ节模型】具有 ＰＮ节的半导体元件，其电流微变和引起这个变化的电压微

变之比称为低频跨导．现有一种 ＰＮ节的半导体元件，其转移特性曲线方程为 Ｉ ＝ ５Ｕ２，求电压

Ｕ＝ ２ Ｖ时的低频跨导．
解　 由题意知，低频跨导是电压变化引起电流变化的平均变化率，因此在 Ｕ ＝ ２ Ｖ 时的

低频跨导为 Ｕ＝ ２ Ｖ时电流的变化率，就是电流对电压的导数，即
ｄＩ
ｄＵ ｕ＝２

＝ ｌｉｍ
ΔＵ→０

ΔＩ
ΔＵ
＝ ｌｉｍ
ΔＵ→０

５（２＋ΔＵ） ２－５×２２

ΔＵ
＝ ２０．

导数 ｙ′＝ ｆ　′（ｘ）的单位就是
Δｙ
Δｘ

的单位，利用这一点，有助于理解具体问题中导数的

实际意义．例如，对于直线运动中的位移 ｓ ＝ ｓ（ ｔ），若位移 ｓ 和时间 ｔ 的单位分别为 ｍ 和

ｓ，则 ｓ′（ ｔ）的单位就是 ｍ ／ ｓ，这正是速度的单位．

１．一物体铅直上抛，经过时间 ｔ（单位：ｓ）后，物体上升高度为 ｓ＝ １０ｔ－ １
２
ｇｔ２（单位：ｍ） ．求：

（１）物体在 ｔ ｓ到（ ｔ＋Δｔ） ｓ这段时间内的平均速度；
（２）物体在 ｔ ｓ末这一时刻的速度；
（３）物体在 １ ｓ末这一时刻的速度和高度．
２．设函数 ｆ（ｘ）＝ ４－ｘ ．（１）按导数定义求 ｆ　′（ｘ）；（２）计算 ｆ　′（３） ．
３．运用幂函数的求导公式求下列函数的导数：

（１）ｙ＝ ｘ３；　 　 　 　 　 　 　 　 （２）ｙ＝ １
ｘ２
；　 　 　 　 　 　 　 　 （３）ｙ＝

４
ｘ３ ；

（４）ｙ＝ ｘ２·５ ｘ ； （５）ｙ＝ １
ｘ
； （６）ｙ＝ ｘ２

ｘ ｘ
．
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　 　 ４．求曲线在指定点处的切线方程：

（１）ｙ＝ ｘ ，ｘ＝ ４的点；　 　 　 　 　 （２）ｙ＝ｃｏｓｘ，点 π
２
，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

５．已知一质点沿 ｓ 轴运动，运动方程为 ｓ＝ ｔ３（单位：ｍ），求该质点在 ｔ ＝ ３（单位：ｓ）时的速

度．
６．ｍ０ ｇ 的碳－１４， ｔ 年后的剩余量为 Ｑ（ ｔ） ＝ ｍ０ｅ

－１．２１×１０－４ｔ ｇ．试说出 Ｑ′（ ｔ）的单位，以及

Ｑ′（１ ０００）的具体意义．
７．设 ｆ　′（ａ）存在，求下列极限：

（１） ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ａ－Δｘ）－ｆ（ａ）
Δｘ

；　 　 　 　 　 （２） ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ａ＋Δｘ）－ｆ（ａ－Δｘ）
Δｘ

．

２．２　 导数的运算

引例 １　 本单元第一节案例 １中，如果电量函数 Ｑ（ ｔ）＝ ｔ３－ｔ，求在 ｔ０ 时刻导线中的电流

强度ｉ（ ｔ０） ．
分析　 电流强度 ｉ （ ｔ０ ）就是电量函数在 ｔ０ 处的导数，即 ｉ （ ｔ０ ） ＝ Ｑ′（ ｔ０ ），需先求解

ｉ（ ｔ）＝ Ｑ′（ ｔ）＝ （ ｔ３－ｔ） ′．但是，根据导函数的定义进行求解就显得比较复杂了．如果（ ｔ３－ｔ） ′的求

解能用公式进行，将大大降低了难度．本节将介绍一些基本的求导公式和求导法则，利用这

些知识可以方便地求出一些复杂函数的导数．
引例 ２　 气球充气时，半径 ｒ 以 １ ｃｍ ／ ｓ的速度增大．假设在充气过程中气球保持球形，求

当半径 ｒ＝ １０ ｃｍ时，气球体积 Ｖ 的变化率．

分析　 气球体积与半径的函数关系为 Ｖ ＝ ｆ（ ｒ） ＝ ４
３
πｒ３，则体积对半径的变化率为

ｄＶ
ｄｒ
＝ ４πｒ２ ．假设半径与时间有函数关系 ｒ ＝ ｇ（ ｔ），由题意知，半径对时间的变化率为

ｄｒ
ｄｔ
＝

１ ｃｍ ／ ｓ．那么体积对时间的变化率
ｄＶ
ｄｔ

即是求复合函数 Ｖ＝ ｆ（ｇ（ ｔ））的导数，应如何求解呢？

引例 ３　 将物体以与水平方向成夹角 θ 的初速度 ｖ０ 斜向上抛出，物体的运动轨迹可用

参数方程表示为

ｘ＝ ｖ０ ｔｃｏｓθ，

ｙ＝ ｖ０ ｔｓｉｎθ－
１
２
ｇｔ２

ì

î

í

ïï

ïï

（ ｔ 为物体运动的时间） ．

求 ｙ′ｘ ．
分析　 由题意知，因变量 ｔ 与自变量 ｘ 的函数关系是用参数方程形式表达的，此时应该

怎样求 ｙ′ｘ呢？ 假如能把参数 ｔ 通过代入法消元，把函数关系表示为 ｙ＝ ｆ（ｘ）的形式，即可求出

ｙ′ｘ ．本题将 ｔ＝ ｘ
ｖ０ｃｏｓθ

代入 ｙ＝ ｖ０ ｔｓｉｎθ－
１
２
ｇｔ２，得到

ｙ＝ ｖ０·
ｘ

ｖ０ｃｏｓθ
ｓｉｎθ－ １

２
ｇ ｘ

ｖ０ｃｏｓθ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ｘｔａｎθ－ ｇ
２ｖ２０ｃｏｓ２θ

ｘ２，

由上式即可求出 ｙ′ｘ ．但有的参数方程通过代入法消元有可能过程很复杂，或者根本无法消元．
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因此，本节课将介绍参数方程的一般求导方法．

引例 ４　 一物体挂在竖直弹簧的下端，在时刻 ｔ 的位置为 ｓ（ ｔ）＝ ５ｓｉｎ ｔ
３
．求时刻 ｔ 的速度

ｖ（ ｔ）和加速度 ａ（ ｔ） ．
分析　 由导数的物理意义，我们知道物体在时刻 ｔ 的速度 ｖ（ ｔ）是位移关于时间 ｔ 的导

数，即 ｖ（ ｔ）＝ ｄｓ
ｄｔ
＝ ５
３
ｃｏｓ ｔ
３
，显然速度 ｖ（ ｔ）仍然为时间 ｔ 的函数，它关于时间 ｔ 的导数便是物

体的加速度，即 ａ（ ｔ）＝ ｄｖ
ｄｔ
．于是加速度 ａ（ ｔ）是位移 ｓ（ ｔ）关于时间 ｔ 导数的导数，称为位移ｓ（ ｔ）

关于时间 ｔ 的二阶导数．如果对二阶导数再求导，是不是三阶导数呢？ 可以不可以再继续求

导？
求函数的变化率就是导数，它是理论研究和实践应用中经常遇到的一个普通的问题．但

根据定义求导往往比较繁难，有时甚至是不可行的．为了简化求导运算，下面介绍函数的求

导公式、求导法则以及求导方法．
２．２．１　 导数公式及四则运算的求导法则

１．基本初等函数的导数公式
表 ２．１

１ （Ｃ） ′＝ ０（Ｃ 为常数） ２ （ｘα） ′＝αｘα－１

３ （ａｘ） ′＝ａｘ ｌｎａ ４ （ｅｘ） ′＝ｅｘ

５ （ｌｏｇａｘ） ′＝
１

ｘｌｎａ
６ （ｌｎｘ） ′＝ １

ｘ

７ （ｓｉｎｘ） ′＝ｃｏｓｘ ８ （ｃｏｓｘ） ′＝ －ｓｉｎｘ

９ （ｔａｎｘ） ′＝ ｓｅｃ２ｘ １０ （ｃｏｔｘ） ′＝ －ｃｓｃ２ｘ

１１ （ｓｅｃｘ） ′＝ ｓｅｃｘ·ｔａｎｘ １２ （ｃｓｃｘ） ′＝ －ｃｓｃｘ·ｃｏｔｘ

１３ （ａｒｃｓｉｎｘ） ′＝ １
１－ｘ２

１４ （ａｒｃｃｏｓｘ） ′＝ － １
１－ｘ２

１５ （ａｒｃｔａｎｘ） ′＝ １
１＋ｘ２

１６ （ａｒｃｃｏｔｘ） ′＝ － １
１＋ｘ２

　 　 ２．函数四则运算的求导法则

设函数 ｕ＝ｕ（ｘ）和 ｖ＝ ｖ（ｘ）都在点 ｘ 处可导，则由它们的和、差、积、商构成的函数也在点

ｘ 处可导，且有

（１）（ｕ±ｖ） ′＝ｕ′±ｖ′；
（２）（ｕ·ｖ） ′＝ｕ′ｖ＋ｕｖ′， 特别地，（Ｃ·ｕ） ′＝Ｃｕ′（Ｃ 为常数）；

（３） ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷

′
＝ｕ′ｖ－ｕｖ′

ｖ２
（ｖ≠０），特别地， Ｃ

ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷

′
＝ －Ｃｖ′

ｖ２
（Ｃ 为常数） ．



４１　　　

　 　 例 １　 求下列函数的导数：

（１）ｙ＝ ｘ ＋２ｃｏｓｘ－ｓｉｎπ； （２）ｙ＝ ｘ２ ｌｎｘ；　 　 （３）ｙ＝ ｘ２

１＋ｘ２
．

解　 （１）ｙ′＝（ ｘ ） ′＋（２ｃｏｓｘ） ′－（ｓｉｎπ） ′＝ １
２ ｘ
－２ｓｉｎｘ．

（２）ｙ′＝（ｘ２） ′ｌｎｘ＋ｘ２（ｌｎｘ） ′＝ ２ｘｌｎｘ＋ｘ２· １
ｘ
＝ ｘ（２ｌｎｘ＋１） ．

　 复合函数的
求导法则

（３）ｙ′＝
ｘ２

１＋ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ′＝（ｘ

２） ′（１＋ｘ２）－ｘ２（１＋ｘ２） ′
（１＋ｘ２） ２

＝ ２ｘ（１＋ｘ
２）－ｘ２·２ｘ

（１＋ｘ２） ２
＝ ２ｘ
（１＋ｘ２） ２

．

２．２．２　 复合函数的求导法则

复合函数的求导法则　 如果 ｕ＝φ（ｘ）在点 ｘ 处可导，ｙ＝ ｆ（ｕ）在对应点 ｕ 处可导，那
么复合函数 ｙ＝ ｆ［φ（ｘ）］在点 ｘ 处可导，且有

ｄｙ
ｄｘ
＝ ｄｙ
ｄｕ
·ｄｕ
ｄｘ
，也常写成 ｙ′ｘ ＝ ｙ′ｕ·ｕ′ｘ ．

即 ｙ 对 ｘ 的导数等于 ｙ 对中间变量 ｕ 的导数再乘以中间变量 ｕ 对 ｘ 的导数．这一法则也

称为链式法则．

例 ２　 求下列函数的导数．
（１）ｙ＝ ｌｎｃｏｓｘ；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）ｙ＝（ｘ２＋１） ５０ ．
解　 （１）ｙ＝ ｌｎｃｏｓｘ 可以看成由 ｙ＝ ｌｎｕ 和 ｕ＝ｃｏｓｘ 复合而成，所以

ｄｙ
ｄｘ
＝ ｄｙ
ｄｕ
·ｄｕ
ｄｘ
＝ １
ｕ
·（－ｓｉｎｘ）＝ －ｓｉｎｘ

ｃｏｓｘ
＝ －ｔａｎｘ．

（２）ｙ＝（ｘ２＋１） ５０可以看成由 ｙ＝ｕ５０和 ｕ＝ ｘ２＋１复合而成，所以

ｄｙ
ｄｘ
＝ ｄｙ
ｄｕ
·ｄｕ
ｄｘ
＝ ５０ｕ４９·２ｘ＝ １００ｘ（ｘ２＋１） ４９ ．

推广：当复合函数由两个以上函数复合而成时，例如，由 ｙ＝ ｆ（ｕ），ｕ ＝ ｇ（ ｖ），ｖ ＝φ（ｘ）复合

而成 ｙ＝ ｆ｛ｇ［φ（ｘ）］｝，运用两次链式法则就得到

ｄｙ
ｄｘ
＝ ｄｙ
ｄｕ
·ｄｕ
ｄｘ
＝ ｄｙ
ｄｕ
· ｄｕ
ｄｖ
·ｄｖ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄｙ
ｄｕ
·ｄｕ
ｄｖ
·ｄｖ
ｄｘ

．

例 ３　 求函数 ｙ＝ ｓｉｎｘ２的导数．

解　 ｙ＝ ｓｉｎｘ２可以看成由 ｙ＝ ｕ ，ｕ＝ｓｉｎｖ 和 ｖ＝ ｘ２ 复合而成，因为

ｄｙ
ｄｕ
＝ １
２ ｕ
，　 ｄｕ
ｄｖ
＝ｃｏｓｖ，　 ｄｖ

ｄｘ
＝ ２ｘ，

所以

ｄｙ
ｄｘ
＝ ｄｙ
ｄｕ
·ｄｕ
ｄｖ
·ｄｖ
ｄｘ
＝ １
２ ｕ
·ｃｏｓｖ·２ｘ＝ ｘｃｏｓｘ

２

ｓｉｎｘ２
．
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由以上几例可以看出，运用链式法则求复合函数的导数的关键是能够正确地将复合函
数分解成若干个简单函数．

在对复合函数分解熟练的基础上，求导时中间变量可以不写出来，只需按照复合层次，
由外向内，逐层求导即可．在求导过程中，始终要明确所求的导数是哪个函数对哪个变量的
导数．

例如，例 ２、例 ３的运算过程可以写成：

（ｌｎｃｏｓｘ） ′＝ １
ｃｏｓｘ
（ｃｏｓｘ） ′＝ １

ｃｏｓｘ
（－ｓｉｎｘ）＝ －ｔａｎｘ；

［（ｘ２＋１） ５０］ ′＝ ５０（ｘ２＋１） ４９·（ｘ２＋１） ′＝ ５０（ｘ２＋１） ４９·２ｘ＝ １００ｘ（ｘ２＋１） ４９；

（ ｓｉｎｘ２ ） ′＝ １

２ ｓｉｎｘ２
（ｓｉｎｘ２） ′＝ １

２ ｓｉｎｘ２
·ｃｏｓｘ２·（ｘ２） ′

＝ １

２ ｓｉｎｘ２
·ｃｏｓｘ２·２ｘ＝ ｘｃｏｓｘ

２

ｓｉｎｘ２
．

例 ４　 求下列函数的导数：

（１）ｙ＝ｅ
１
ｘ ； （２）ｙ＝ ｌｎｔａｎ ｘ

２
．

解　 （１）ｙ′＝（ｅ
１
ｘ ） ′＝ｅ

１
ｘ· １

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

′
＝ｅ

１
ｘ· － １

ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

ｘ２
ｅ
１
ｘ ．

（２）ｙ′＝ ｌｎｔａｎ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

′
＝ １

ｔａｎ ｘ
２

· ｔａｎ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

′
＝ｃｏｔ ｘ

２
·ｓｅｃ２ ｘ

２
· ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

′

＝ｃｏｔ ｘ
２
·ｓｅｃ２ ｘ

２
· １
２
＝ １

２ｓｉｎ ｘ
２
ｃｏｓ ｘ
２

＝ １
ｓｉｎｘ
＝ｃｓｃｘ．

有时计算函数的导数需要同时运用函数四则运算的求导法则和复合函数的求导法则，
有时还需要先把函数化简为易于求导的形式，然后再进行求导．

例 ５　 求下列函数的导数：

（１）ｙ＝（ｘ－１） ｘ２－１ ； 　 （２）ｙ＝ ｌｎ ｘ２＋１ ； （３）ｙ＝ ｓｉｎ
２ｘ

１－ｃｏｓｘ
．

解　 （１）ｙ′＝（ｘ－１） ′ ｘ２－１ ＋（ｘ－１）（ ｘ２－１ ） ′

＝ ｘ２－１ ＋（ｘ－１）· １

２ ｘ２－１
·（ｘ２－１） ′

＝ ｘ２－１ ＋（ｘ－１）· ２ｘ

２ ｘ２－１
＝ ２ｘ

２－ｘ－１

ｘ２－１
．

（２）因为 ｙ＝ １
２
ｌｎ（ｘ２＋１），

所以 ｙ′＝ １
２
· １

ｘ２＋１
·（ｘ２＋１） ′＝ １

２
· １

ｘ２＋１
·２ｘ＝ ｘ

ｘ２＋１
．

（３）因为 ｙ＝ ｓｉｎ
２ｘ

１－ｃｏｓｘ
＝ １－ｃｏｓ

２ｘ
１－ｃｏｓｘ

＝ １＋ｃｏｓｘ，

所以 ｙ′＝（１＋ｃｏｓｘ） ′＝ －ｓｉｎｘ．
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例 ６　 已知函数 ｙ＝ ｘ２＋１ －ｘｃｏｓ４ｘ
ｅｘ
，求 ｙ′，ｙ′ ｜ ｘ＝２ ．（用 Ｍａｔｌａｂ数学软件完成）

解　 输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｘ
＞＞ｄｙｄｘ＝ｄｉｆｆ（ｓｑｒｔ（ｘ＾２＋１）－（ｘ∗ｃｏｓ（４∗ｘ） ／ ｅｘｐ（ｘ））） ％求函数的导数
＞＞ａ＝ ｓｕｂｓ（ｄｙｄｘ，ｘ，２） ％求 ｘ＝ ２导数值
＞＞ｖｐａ（ａ，５） ％显示导数的实数值且取 ５位有效数字
输出：ｄｙｄｘ＝ｘ ／ （ｘ＾２＋１）＾（１ ／ ２）－ｃｏｓ（４∗ｘ）∗ｅｘｐ（－ｘ）＋ｘ∗ｃｏｓ（４∗ｘ）∗ｅｘｐ（－ｘ）＋４∗ｘ∗

ｓｉｎ（４∗ｘ）∗ｅｘｐ（－ｘ）
ａ＝ｃｏｓ（８）∗ｅｘｐ（－２）＋８∗ｅｘｐ（－２）∗ｓｉｎ（８）＋（２∗５＾（１ ／ ２）） ／ ５

　 隐函数的求导

ａｎｓ＝ １．９４５９
２．２．３　 隐函数与参数式函数的导数
１．隐函数的导数
在此前求导中的函数，因变量 ｙ 都是用关于自变量 ｘ 的表达式来表示的，如

ｙ＝ ｌｎｃｏｓｘ，ｙ＝ ｓｉｎｘ２等，这样的函数称为显函数．在实际中，还常会遇到由方程Ｆ（ｘ，ｙ）＝ ０ 确
定的函数，这样的函数称为隐函数，如方程 ｘ２＋ｙ２ ＝ ４和 ｘｙ－ｃｏｓｙ＝ ０．

有些隐函数可以化为显函数．例如，从方程 ｘ２＋ｙ２ ＝ ４容易解出 ｙ，得到两个单值显函数

ｙ＝ ４－ｘ２和 ｙ＝ － ４－ｘ２ ．
而许多方程是很难或根本不能够把因变量解出来的，例如，方程 ｘｙ－ｃｏｓｙ ＝ ０，就不能解出 ｙ，
因此需要讨论怎样直接由方程 Ｆ（ｘ，ｙ）＝ ０来求导数．

隐函数的求导方法　 在方程 Ｆ（ｘ，ｙ）＝ ０的两边同时对 ｘ 求导，把 ｙ 看作 ｘ 的函数；
当遇到 ｙ 的函数 φ（ｙ）时，则看成是以 ｘ 为自变量、ｙ 为中间变量的复合函数，运用链式

法则去求 φ（ｙ）对 ｘ 的导数，即
ｄ
ｄｘ

φ（ｙ）＝ ｄ
ｄｙ

φ（ｙ）·ｄｙ
ｄｘ
＝φ′（ｙ）·ｙ′ｘ ．

例 ７　 设 ｙ＝ ｙ（ｘ）是由方程 ｘｙ－ｃｏｓｙ＝ ０所确定的隐函数，求 ｙ′ｘ ．
解法一　 在方程 ｘｙ－ｃｏｓｙ＝ ０中把 ｙ 看作 ｘ 的函数，方程两边对 ｘ 求导，得

ｙ＋ｘｙ′ｘ＋ｓｉｎｙ·ｙ′ｘ ＝ ０，

解出 ｙ′ｘ，得 ｙ′ｘ ＝ －
ｙ

ｘ＋ｓｉｎｙ
．

解法二　 输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｘ ｙ ％定义符号变量

＞＞ｆ ＝ ｘ∗ｙ－ｃｏｓ（ｙ）； ％方程的左边赋给变量

＞＞ｄｙｄｘ＝ －ｄｉｆｆ（ ｆ，ｘ） ／ ｄｉｆｆ（ ｆ，ｙ） ％求隐函数导数

输出：ｄｙｄｘ ＝ －ｙ ／ （ｘ ＋ ｓｉｎ（ｙ）） ％即 ｙ′ｘ ＝ －
ｙ

ｘ＋ｓｉｎｙ
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由于隐函数常常解不出 ｙ＝ ｙ（ｘ）的显函数形式，因此在导数 ｙ′ｘ 的表达式中往往含

有自变量 ｘ 和因变量 ｙ．

形如 ｙ＝ｕ（ｘ） ｖ（ｘ）的函数通常称为幂指函数，这种函数的求导，可以如下进行，即首先在
等式两边取自然对数，化为隐函数形式

ｌｎｙ＝ ｖ（ｘ）ｌｎｕ（ｘ），
然后按照隐函数的求导法求出 ｙ′，这种方法称为对数求导法．对数求导法适用于求幂指函数
的导数，也适用于由乘、除、乘方、开方运算所构成的较复杂的函数求导．

例 ８　 求函数 ｙ＝ ｘｓｉｎｘ（ｘ＞０）的导数．
解　 等式两边取自然对数，得 ｌｎｙ＝ｓｉｎｘ·ｌｎｘ，

两边对 ｘ 求导，得 １
ｙ
ｙ′＝ｃｏｓｘ·ｌｎｘ＋ｓｉｎｘ

ｘ
，

所以 ｙ′＝ ｙ ｃｏｓｘ·ｌｎｘ＋ｓｉｎｘ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｘｓｉｎｘ ｃｏｓｘ·ｌｎｘ＋ｓｉｎｘ

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

例 ９　 求曲线 ｙ＝
３ ｘ（３ｘ－１）
（５ｘ＋３）（２－ｘ）

１
３
＜ｘ＜２æ

è
ç

ö

ø
÷ 的导数．

解　 等式两边取自然对数，得

ｌｎｙ＝ １
３
［ｌｎｘ＋ｌｎ（３ｘ－１）－ｌｎ（５ｘ＋３）－ｌｎ（２－ｘ）］，

两边对 ｘ 求导，得 １
ｙ
ｙ′＝ １
３
１
ｘ
＋ ３
３ｘ－１

－ ５
５ｘ＋３

＋ １
２－ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

所以

ｙ′＝ １
３
ｙ １

ｘ
＋ ３
３ｘ－１

－ ５
５ｘ＋３

＋ １
２－ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 参数式函
数的导数

＝ １
３

３ ｘ（３ｘ－１）
（５ｘ＋３）（２－ｘ）

１
ｘ
＋ ３
３ｘ－１

－ ５
５ｘ＋３

＋ １
２－ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

２．参数式函数的导数

设参数方程
ｘ＝φ（ ｔ），
ｙ＝ψ（ ｔ）{ 可确定 ｙ 与 ｘ 之间的一个函数关系 ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｘ 为自变

量，ｙ 为因变量，ｔ 为参数，则称此函数关系所表示的函数为由参数方程所确定的函数．

参数式函数的求导法则 　 设由参数方程
ｘ＝φ（ ｔ），
ｙ＝ψ（ ｔ）{ （ ｔ∈（α，β））确定的函数为 ｙ ＝

ｆ（ｘ），其中函数 ｘ＝φ（ ｔ），ｙ＝ψ（ ｔ）都在 ｔ 处可导，且 φ′（ ｔ）≠０，则函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在 ｘ 处可导
且有如下公式：

ｄｙ
ｄｘ
＝

ｄｙ
ｄｔ
ｄｘ
ｄｔ

＝ψ′（ ｔ）
φ′（ ｔ）

． （２．６）
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公式（２．６）证明略．

例 １０　 求参数方程
ｘ＝ １＋ｓｉｎｔ，
ｙ＝ ｔｃｏｓｔ{ 表示的函数的导数

ｄｙ
ｄｘ

．

解法一　 ｄｙ
ｄｘ
＝ （ ｔｃｏｓｔ） ′
（１＋ｓｉｎｔ） ′

＝ ｃｏｓｔ－ｔｓｉｎｔ
ｃｏｓｔ

＝ １－ｔｔａｎｔ．

解法二　 用 Ｍａｔｌａｂ数学软件来解
输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｔ
＞＞ｄｙｄｘ＝ｄｉｆｆ（ ｔ∗ｃｏｓ（ｔ）） ／ ｄｉｆｆ（１＋ｓｉｎ（ｔ））
输出：

ｄｙｄｘ＝（ｃｏｓ（ｔ）－ｔ∗ｓｉｎ（ｔ）） ／ ｃｏｓ（ｔ） ％即
ｄｙ
ｄｘ
＝ ｃｏｓｔ－ｔｓｉｎｔ
ｃｏｓｔ

例 １１　 求曲线
ｘ＝ｃｏｓθ＋ｓｉｎ２θ，
ｙ＝ｓｉｎθ＋ｃｏｓ２θ{ 在 θ＝ ０对应点处的切线方程．

解　 θ＝ ０时，ｘ＝ １，ｙ＝ １．
ｄｙ
ｄｘ
＝（ｓｉｎθ＋ｃｏｓ２θ） ′
（ｃｏｓθ＋ｓｉｎ２θ） ′

＝ ｃｏｓθ－２ｓｉｎ２θ
２ｃｏｓ２θ－ｓｉｎθ

．

θ＝ ０对应点处的切线斜率为

ｋ＝ｄｙ
ｄｘ θ＝０

＝ ｃｏｓθ－２ｓｉｎ２θ
２ｃｏｓ２θ－ｓｉｎθ θ＝０

＝ １
２
．

所以切线方程为

　　高阶导数

ｙ－１＝ １
２
（ｘ－１），即 ｘ－２ｙ＋１＝ ０．

２．２．４　 高阶导数

１．高阶导数的定义及求法

如果函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）的导数 ｙ′＝ ｆ　′（ｘ）仍然是可导函数，则把 ｙ′的导数叫作 ｙ ＝ ｆ（ｘ）的二阶

导数，记作

ｙ″，ｆ″（ｘ），ｄ
２ｙ
ｄｘ２

或
ｄ２ ｆ（ｘ）
ｄｘ２

．

同理，ｙ＝ ｆ（ｘ）的二阶导数的导数叫作 ｙ＝ ｆ（ｘ）的三阶导数，ｙ ＝ ｆ（ｘ）的三阶导数的导数叫

作 ｙ＝ ｆ（ｘ）的四阶导数，…，ｙ＝ ｆ（ｘ）的 ｎ－１ 阶导数的导数叫作 ｙ ＝ ｆ（ｘ）的 ｎ 阶导数．ｙ ＝ ｆ（ｘ）的
三阶导数，四阶导数，…，ｎ 阶导数分别记作

ｙ‴，ｆ‴（ｘ），ｄ
３ｙ
ｄｘ３

或
ｄ３ ｆ（ｘ）
ｄｘ３

；

ｙ（４），ｆ（４）（ｘ），ｄ
４ｙ
ｄｘ４

或
ｄ４ ｆ（ｘ）
ｄｘ４

；

……

ｙ（ｎ），ｆ（ｎ）（ｘ），ｄ
ｎｙ
ｄｘｎ或

ｄｎ ｆ（ｘ）
ｄｘｎ ．

二阶及二阶以上的导数称为高阶导数，需要时，也称 ｙ′＝ ｆ　′（ｘ）为 ｙ＝ ｆ（ｘ）的一阶导数．
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例 １２　 设 ｙ＝ｃｏｓ２ｘ，求 ｙ″，ｙ″（０） ．
解　 因为 ｙ＝ｃｏｓ２ｘ，
所以 ｙ′＝ ２ｃｏｓｘ（ｃｏｓｘ） ′＝ －２ｃｏｓｘｓｉｎｘ＝ －ｓｉｎ２ｘ，

ｙ″＝（ｙ′） ′＝（－ｓｉｎ２ｘ） ′＝ －ｃｏｓ２ｘ·（２ｘ） ′＝ －２ｃｏｓ２ｘ，
ｙ″（０）＝ －２ｃｏｓ２ｘ ｜ ｘ＝０ ＝ －２．

例 １３　 设 ｎ 次多项式 Ｐｎ（ｘ）＝ ａｎｘｎ＋ａｎ－１ｘｎ－１＋…＋ａ１ｘ＋ａ０（ｎ∈Ｎ∗），求 Ｐ（ｎ）ｎ （ｘ） ．
解　 　 Ｐ′ｎ（ｘ）＝ ｎａｎｘｎ－１＋（ｎ－１）ａｎ－１ｘｎ－２＋…＋２ａ２ｘ＋ａ１，

Ｐ″ｎ（ｘ）＝ ｎ（ｎ－１）ａｎｘｎ－２＋（ｎ－１）（ｎ－２）ａｎ－１ｘｎ－３＋…＋３·２ａ３ｘ＋２ａ２，
……

Ｐ（ｎ）ｎ （ｘ）＝ ｎ（ｎ－１）（ｎ－２）·…·３·２·１·ａｎ ＝ｎ！ ａｎ ．
例 １４　 求 ｙ＝ ｘｅｘ 的 ｎ 阶导数．
解　 因为　 　 　 　 　 　 　 ｙ＝ ｘｅｘ，
所以　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙ′＝ｅｘ＋ｘｅｘ ＝（１＋ｘ）ｅｘ，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙ″＝ｅｘ＋（１＋ｘ）ｅｘ ＝（２＋ｘ）ｅｘ，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙ‴＝ｅｘ＋（２＋ｘ）ｅｘ ＝（３＋ｘ）ｅｘ，

……
归纳可得　 　 　 　 　 　 　 ｙ（ｎ）＝ （ｎ＋ｘ）ｅｘ ．
２．二阶导数的物理意义

在前面的讨论中已经知道，物体作变速直线运动时，若其路程函数为 ｓ（ ｔ），则物体在某

一时刻的速度 ｖ（ ｔ）是路程对时间 ｔ 的一阶导数，即 ｖ（ ｔ）＝ ｓ′（ ｔ）＝ ｄｓ
ｄｔ
．

因速度 ｖ（ ｔ）仍是时间 ｔ 的函数，所以可以得出运动物体的加速度

ａ（ ｔ）＝ ｖ′（ ｔ）＝ ［ ｓ′（ ｔ）］ ′＝ ｓ″（ ｔ）＝ ｄ
２ｓ
ｄｔ２

．

它是路程 ｓ（ ｔ）对时间 ｔ 的二阶导数，通常把它看作二阶导数的物理意义．

例 １５　 已知 ｙ＝ ｘ２ｃｏｓｘ＋ｌｎ３ｘ．求 ｙ（１０），ｙ（１０） １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．（用 Ｍａｔｌａｂ数学软件完成）

解　 输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｘ ｙ
＞＞ｙ＝ｘ＾２∗ｃｏｓ（ｘ）＋ｌｏｇ（３∗ｘ）；
＞＞ｄ１０ｙ＝ｄｉｆｆ（ｙ，ｘ，１０） ％求函数的 １０阶导数

＞＞ａ＝ ｓｕｂｓ（ｄ１０ｙ，ｘ，０．５） ％求当 ｘ＝ １
２
时 １０阶导数值

＞＞ｖｐａ（ａ，５） ％将导数值显示为实数，有效位为 ５位
输出：ｄ１０ｙ＝ ９０∗ｃｏｓ（ｘ）－ｘ＾２∗ｃｏｓ（ｘ）－２０∗ｘ∗ｓｉｎ（ｘ）－３６２８８０ ／ ｘ＾１０
ａ ＝（３５９∗ｃｏｓ（１ ／ ２）） ／ ４－１０∗ｓｉｎ（１ ／ ２）－３７１５８９１２０
ａｎｓ＝ －３．７１５９ｅ８ ％科学记数法表示为－３．７１５９×１０８
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案例 １ 　 某电器厂在对冰箱制冷后断电测试其制冷效果， ｔ ｈ 后冰箱的温度为 Ｔ ＝
２ｔ

０．０５ｔ＋１
－２０（单位：℃） ．问冰箱温度 Ｔ 关于时间 ｔ 的变化率是多少？

解　 冰箱温度 Ｔ 关于时间 ｔ 的变化率为

Ｔ′＝ ２ｔ
０．０５ｔ＋１

－２０æ

è
ç

ö

ø
÷ ′＝ ２ｔ

０．０５ｔ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ′－（２０） ′

＝（２ｔ） ′（０．０５ｔ＋１）－（２ｔ）（０．０５ｔ＋１） ′
（０．０５ｔ＋１） ２

－０＝ ２
（０．０５ｔ＋１） ２

．

案例 ２　 求当半径 ｒ＝ １０ ｃｍ时，气球体积 Ｖ 的变化率．（见本节引例 ２）

解　 因为气球体积与半径的函数关系为 Ｖ＝ ４
３
πｒ３，而半径 ｒ 又随时间 ｔ 的变化而变化，

所以 Ｖ 是 ｔ 的复合函数．根据题意可知
ｄｒ
ｄｔ
＝ １，ｒ＝ １０，由复合函数的求导法则得

ｄＶ
ｄｔ
＝ｄＶ
ｄｒ
·ｄｒ
ｄｔ
＝ ｄ
ｄｒ
４
３
πｒ３æ

è
ç

ö

ø
÷·ｄｒ
ｄｔ
＝ ４πｒ２·ｄｒ

ｄｔ
，

将 ｒ＝ １０，ｄｒ
ｄｔ
＝ １代入，得

ｄＶ
ｄｔ
＝ ４π·１０２·１＝４００π．

即当半径 ｒ＝ １０ ｃｍ时，气球体积 Ｖ 的变化率为 ４００π．

案例 ３　 一物体挂在竖直弹簧的下端，在时刻 ｔ 的位置为 ｓ（ ｔ）＝ ５ｓｉｎ ｔ
３
，求时刻 ｔ 的速度

ｖ（ ｔ）和加速度 ａ（ ｔ） ．

解　 ｖ（ ｔ）＝ ｓ′（ ｔ）＝ ５ｓｉｎ ｔ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

′
＝ ５
３
ｃｏｓ ｔ
３
；

ａ（ ｔ）＝ ｓ″（ ｔ）＝ ５
３
ｃｏｓ ｔ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

′
＝ － ５
９
ｓｉｎ ｔ
３
．

１．求下列函数的导数：

（１）ｙ＝ １
３
ｘ３－２ ｘ ＋π２； （２）ｙ＝ ４ｘ３－ ２

ｘ２
＋５； （３）ｙ＝（２ｘ－１） ２；

（４）ｙ＝ ｘ
２－２ ｘ ＋１

ｘ
； （５）ｙ＝ １

＋ｌｎｘ
ｘ
； （６）ｙ＝ｃｏｔｘｓｅｃｘ；

（７）ｙ＝（１－ｘ２）ｔａｎｘ； （８）ｙ＝ ｘ
１＋ｘ２
； （９）ｙ＝ ３ｘ－２ｅｘ＋ａｒｃｓｉｎｘ．

２．求下列复合函数的导数：
（１）ｙ＝ｓｉｎｘ２； （２）ｙ＝ｃｏｔ２ｘ； （３）ｙ＝ ｌｎｓｉｎｘ；

（４）ｙ＝（２＋５ｘ） ４； （５）ｙ＝ １
１＋２ｘ

； （６）ｙ＝ ２ｘ＋１ ；
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（７）ｙ＝ ４－３ｘ２ ； （８）ｙ＝ｃｏｓ３ｘ； （９）ｙ＝ ｔａｎ２ｘ；
（１０）ｙ＝ ｌｎｓｉｎ２ｘ； （１１）ｙ＝ｓｉｎ２（２－３ｘ）； （１２）ｙ＝ ｓｅｃｘ ．
（１３）ｙ＝ｅ－ｘ－ａｒｃｃｏｓ（１－ｘ）； （１４）ｙ＝ ３ｓｅｃｘ； （１５）ｙ＝ｅ２ｘａｒｃｔａｎｘ；
（１６）ｙ＝ ｌｎ（ａｒｃｓｉｎ ｘ ）； （１７）ｙ＝ｓｉｎ２（ｅｘ）； （１８）ｙ＝ ２ｓｉｎｘ＋ｅ ｘ ．
３．一球形气球的半径 ｒ（单位：ｃｍ）随时间 ｔ（单位：ｓ）而变，如果 ｒ＝ ３＋２ｔ，试求气球体积相

对于时间 ｔ 的变化率．
４．点 Ｍ 是弹簧上一定点，弹簧振动时，点 Ｍ 的运动方程为 ｓ（ ｔ）＝ ３ｅ－１．２ｔｓｉｎ２πｔ，其中时间 ｔ

的单位是 ｓ，位移 ｓ 的单位是 ｃｍ．求在时刻 ｔ 点 Ｍ 的速度．
５．在一个 Ｒ－Ｃ 电路中，电量 Ｑ（ ｔ）＝ １０（１－ｅ－６ｔ），求在时刻 ｔ 的电流强度 ｉ（ ｔ） ．

６．求由下列方程确定的隐函数的导数
ｄｙ
ｄｘ
：

（１）ｙ２ ＝ ｘ３； （２）ｘ２＋ｙ２－３ｘｙ＝ ０； （３）ｃｏｓｙ＝ ｘ ；
（４）ｘ３－ｙ３ ＝ｓｉｎｘｙ； （５）ｙ＝ ｘ－ａｒｃｔａｎｙ； （６）ｙ＝ ｌｎ（ｘ＋ｙ）；
（７）ｅｙ－ｘｙ＝ ０； （８）ｘ－ ｙ ＝ １； （９）ｘ２ｙ２ ＝ １．
７．用对数求导法求导数：
（１）ｙ＝ ｘｘ（ｘ＞０）； （２）ｙ＝ ｘｌｎｘ； （３）ｙ＝（ｓｉｎｘ） ｘ；

（４）ｙ＝（ｃｏｓｘ） ｓｉｎｘ； （５）ｙ＝
３
ｘ５（ｘ－３）
１＋ｘ２

； （６）ｙ＝（ｘ
＋２） ３

５ ｘ－２
．

８．求参数式函数的导数
ｄｙ
ｄｘ
：

（１） ｘ＝ ５ｃｏｓθ，
ｙ＝ ３ｓｉｎθ；{ （２） ｘ＝ ｔ２－１，

ｙ＝ ３－２ｔ；{ （３）
ｘ＝ｅｔ－ｔ，

ｙ＝ ８ｅ
ｔ
２ ．{

９．求函数在指定点处的二阶导数：

（１）ｙ＝（１＋ｘ） ３，ｘ＝ ０； （２）ｙ＝ｓｉｎｘ，ｘ＝ π
２
．

１０．求下列函数的 ｎ 阶导数：
（１）ｙ＝ａｘ（ａ＞０，ａ≠１）； （２）ｙ＝ ｘｅｘ ．
１１．质点沿 ｘ 轴运动，位置函数为 ｘ＝ １＋２ｔ ，ｔ 的单位是 ｓ，ｘ 的单位是 ｍ．求质点在 ｔ ＝ ４ ｓ

时的速度和加速度．

１２．验证函数 ｙ＝ － ２
５
ｃｏｓｘ－ ４

５
ｓｉｎｘ 满足等式 ｙ″＋２ｙ′－３ｙ＝ ４ｓｉｎｘ．
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２．３　 函数的微分

一块正方形金属薄片受温度变化的影响，其边长由 ｘ０ 变到 ｘ０＋Δｘ，问此薄片的面积改变

了多少？

图 ２－４

分析　 如图 ２－４所示，设此薄片的面积 Ａ ＝ ｘ２ ．受到温

度变化的影响后，面积由 ｘ２０ 变为（ｘ０＋Δｘ） ２，故面积的改变

量为

ΔＡ＝（ｘ０＋Δｘ） ２－ｘ２０ ＝ ２ｘ０Δｘ＋（Δｘ） ２ ．
上式包含两部分，第一部分 ２ｘ０Δｘ 是 Δｘ 的线性函数，

即图 ２ － ４ 中带有斜线的两个矩形面积之和；第二部分

（Δｘ） ２ 是图中带有交叉斜线的小正方形的面积．当边长有

微小改变（即 ｜ Δｘ ｜很小）时，第二部分（Δｘ） ２ 要比第一部

分 ２ｘ０Δｘ 小得多，可以忽略第二部分．因此，当 ｜ Δｘ ｜很小

时，第一部分 ２ｘ０Δｘ 是主要的，第二部分（Δｘ） ２ 是次要的，
故可得 ΔＡ 的近似值

　　微分的概念

ΔＡ≈２ｘ０Δｘ＝Ａ′ ｜ ｘ＝ｘ０·Δｘ，
２ｘ０Δｘ（或 Ａ′ ｜ ｘ＝ｘ０·Δｘ）称为 Ａ＝ ｘ２ 在点 ｘ０ 处的微分．

对于一般函数，是否也有类似情形呢？
２．３．１　 微分的定义

定义 ２．２　 设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处可导，Δｘ 是 ｘ 的任一增量，则 ｆ　′（ｘ０）Δｘ 叫作函

数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处的微分，记作 ｄｙ，即
ｄｙ＝ ｆ　′（ｘ０）Δｘ． （２．７）

例 １　 求函数 ｙ＝ ｘ２ 在 ｘ＝ ２，Δｘ＝ ０．０１时的改变量及微分．
解　 Δｙ＝（２．０１） ２－２２ ＝ ０．０４０１；
ｄｙ＝（ｘ２） ′Δｘ ｜ ｘ＝２

Δｘ＝０．０１
＝ ２ｘΔｘ ｜ ｘ＝２

Δｘ＝０．０１
＝ ２×２×０．０１＝ ０．０４．

规定自变量 ｘ 的增量 Δｘ 为自变量 ｘ 的微分，记作 ｄｘ，即 ｄｘ＝Δｘ．因此，式（２．７）又可写成

ｄｙ＝ ｆ　′（ｘ０）ｄｘ． （２．８）
函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在任意点 ｘ 处的微分，称为函数的微分，记作 ｄｙ，有

ｄｙ＝ ｆ　′（ｘ）ｄｘ．
上式两边同除以 ｄｘ，得

ｄｙ
ｄｘ
＝ ｆ　′（ｘ） ．

由此可知，此前
ｄｙ
ｄｘ

仅是导数的一种记号，现在有了新的含义———微分之商，即函数导数

等于函数的微分与自变量的微分的商，因此导数也称为微商．有时利用微分求导数比较

方便．　
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例 ２　 设曲线方程为
ｘ＝ｃｏｓ２ｔ，
ｙ＝ｓｉｎ２ｔ，{ 求

ｄｙ
ｄｘ

．

解　 ｄｙ
ｄｘ
＝ ｄ（ｓｉｎ２ｔ）
ｄ（ｃｏｓ２ｔ）

＝ ２ｃｏｓ２ｔｄｔ
－２ｓｉｎ２ｔｄｔ

＝ －ｃｏｔ２ｔ．

２．３．２　 微分的几何意义

设函数 ｙ＝ ｆ（ｘ），在 ｘ 轴上取点 ｘ０ 与 ｘ０＋Δｘ，在曲线上有相应的点 Ｐ（ｘ０，ｆ（ｘ０））和Ｍ（ｘ０＋
Δｘ，ｆ（ｘ０＋Δｘ）），过点 Ｐ 作曲线的切线 ＰＴ，它的倾斜角为 α，如图 ２－５所示．

图 ２－５

ＰＱ＝Δｘ，ＱＭ＝Δｙ．
根据微分定义有

ｄｙ＝ ｆ　′（ｘ０）·Δｘ＝ ｔａｎα·Δｘ＝ＱＴ．
由此可知，微分的几何意义：当 Δｙ 是曲线

ｙ＝ ｆ（ｘ）上点的纵坐标的改变量时，ｄｙ 就是曲线

在点（ ｘ０， ｆ（ ｘ０））处切线的纵坐标的改变量．当
｜ Δｘ ｜很小时，Δｙ≈ｄｙ，切线段 ＰＴ 可近似代替曲

线段ＰＭ

(

．
２．３．３　 微分的运算

１．函数微分的计算

例 ３　 设函数 ｙ＝ ｘ２－３ｃｏｓｘ，求 ｄｙ．

解　 因为 ｙ′＝（ｘ２－３ｃｏｓｘ） ′＝ ２ｘ＋３ｓｉｎｘ，
所以 ｄｙ＝ ｙ′ｄｘ＝（２ｘ＋３ｓｉｎｘ）ｄｘ．

根据函数微分的公式 ｄｙ＝ ｆ　′（ｘ）ｄｘ 可知，计算函数的微分，首先求出函数的导数，然
后乘以自变量的微分即可．也就是说，微分的运算可以转化为导数的运算进行．

２．微分形式不变性

下面来讨论复合函数的微分．
如果 ｙ＝ ｆ（ｕ）可导，ｕ 是自变量，根据微分定义，

ｄｙ＝ ｆ　′（ｕ）ｄｕ．
如果 ｙ＝ ｆ（ｕ）和 ｕ＝φ（ｘ）均可导，那么复合函数 ｙ＝ ｆ［φ（ｘ）］的微分为

ｄｙ＝｛ ｆ［φ（ｘ）］｝ ′ｄｘ＝ ｆ　′［φ（ｘ）］·φ′（ｘ）ｄｘ＝ ｆ　′［φ（ｘ）］·ｄφ（ｘ）＝ ｆ　′（ｕ）ｄｕ．
由此可见，无论 ｕ 是自变量还是复合函数的中间变量，其微分形式 ｄｙ＝ ｆ　′（ｕ）ｄｕ 不变，这

一性质称为微分形式的不变性．

复合函数的微分可以直接按定义计算，也可以利用微分形式的不变性计算．

例 ４　 设函数 ｙ＝ ａｒｃｔａｎｅｘ ，求 ｄｙ．
解　 利用微分形式的不变性，得
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ｄｙ＝ｄ（ ａｒｃｔａｎｅｘ ）＝ １

２ ａｒｃｔａｎｅｘ
ｄ（ａｒｃｔａｎｅｘ）

＝ １

２（１＋ｅ２ｘ） ａｒｃｔａｎｅｘ
ｄ（ｅｘ）＝ ｅｘ

２（１＋ｅ２ｘ） ａｒｃｔａｎｅｘ
ｄｘ．

例 ５　 在括号内填入适当的函数，使下列等式成立：
（１）ｄ（　 　 ）＝ ｘｄｘ； （２）ｄ（　 　 ）＝ ｓｉｎ４ｔｄｔ．
解　 （１）因为 ｄ（ｘ２）＝ ２ｘｄｘ，所以

ｘｄｘ＝ １
２
ｄ（ｘ２）＝ ｄ １

２
ｘ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

因此，对任意常数 Ｃ，都有 ｄ １
２
ｘ２＋Ｃæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｘｄｘ．

（２）因为 ｄ（－ｃｏｓ４ｔ）＝ ｓｉｎ４ｔｄ（４ｔ）＝ ４ｓｉｎ４ｔｄｔ，所以

ｓｉｎ４ｔｄｔ＝ １
４
ｄ（－ｃｏｓ４ｔ）＝ ｄ － １

４
ｃｏｓ４ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

因此，对任意常数 Ｃ，都有 ｄ － １
４
ｃｏｓ４ｔ＋Ｃæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｓｉｎ４ｔｄｔ．

２．３．４　 利用微分进行近似计算

如果函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处的导数 ｆ　′（ｘ０）≠０，且 ｜ Δｘ ｜很小时，函数的微分可作为函数
改变量的近似值，即

Δｙ≈ｄｙ＝ ｆ　′（ｘ０）Δｘ． （２．９）
称式（２．９）为函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处的改变量的近似值．

用 Δｙ＝ ｆ（ｘ０＋Δｘ）－ｆ（ｘ０）代入式（２．９），可得
ｆ（ｘ０＋Δｘ）≈ｆ（ｘ０）＋ｆ　′（ｘ０）Δｘ． （２．１０）

案例 １　 某建筑工地建造一个高为 １．５ ｍ的圆柱形混凝土水池，设计内半径为 １０ ｍ，壁
厚为 ０．３０ ｍ．建造后实测内半径仍为 １０ ｍ，但壁厚为 ０．３２ ｍ．问实际施工所用的混凝土量比
设计所需的混凝土量多用了大约多少立方米？

解　 设水池体积为 Ｖ，外半径为 Ｒ，按圆柱体体积公式有
Ｖ＝ １．５πＲ２ ．

当外半径 Ｒ 从（１０＋０．３）ｍ变到（１０＋０．３２）ｍ时，体积 Ｖ 的改变量约为
ΔＶ＝ １．５π（１０＋０．３２） ２－１．５π（１０＋０．３０） ２ ＝ ０．６１８６π（ｍ３），
ΔＶ≈ｄＶ＝ｄ（１．５πＲ２）＝ ３πＲｄＲ＝ ０．６１８π（ｍ３） ．

图 ２－６

案例 ２　 如图 ２－６所示，设有一电阻负载 Ｒ ＝ ３２ Ω，现负载功
率 Ｐ 从 ２００ Ｗ变化到 ２０１ Ｗ，求负载两端电压 Ｕ 的改变量．

解　 由电学知识可知，负载功率 Ｐ＝Ｕ
２

Ｒ
，因此得 Ｕ＝ ＲＰ ，故

ｄＵ＝（ ＲＰ ） ′ｄＰ＝ Ｒ· １
２ Ｐ

ｄＰ＝ １
２

Ｒ
Ｐ
ｄＰ．

由题意可知，Ｒ＝ ３２，Ｐ＝ ２００，ｄＰ＝ １，代入得
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ΔＵ≈ｄＵ＝ １
２
３２
２００
×１＝ ０．２（Ｖ） ．

１．按给定的 Δｘ，求函数在指定点处的微分：
（１）ｙ＝ ｘ３－４ｘ＋９，ｘ＝ １，Δｘ＝ ０．０５； （２）ｙ＝ ｌｎｘ，ｘ＝ １，Δｘ＝ －０．０１．
２．求下列函数的微分：
（１）ｙ＝ ２ｘ３－５ｘ； （２）ｙ＝ｅ－ｓｉｎ２ｘ； （３）ｙ＝ ｌｎｘ２；

（４）ｙ＝ ｘ２

１＋ｘ２
； （５）ｙ＝ｅｘｓｉｎｘ； （６）ｙ＝ａｒｃｔａｎ ｘ ．

３．利用微分求
ｄｙ
ｄｘ
：

（１）
ｘ＝ ｔ，

ｙ＝ ４ ｔ ；{ （２）
ｘ＝ ｔｃｏｓｔ，
ｙ＝ ｔｓｉｎｔ；{ （３）

ｘ＝ ｌｎ（１＋ｔ２），
ｙ＝ ｔ－ａｒｃｔａｎｔ．{

４．在括号内填入适当的函数，使等式成立．
（１）ｄ（　 　 ）＝ ２ｄｘ； （２）ｄ（　 　 ）＝ ３ｘｄｘ；
（３）ｄ（　 　 ）＝ ｃｏｓｔｄｔ； （４）ｄ（　 　 ）＝ ｓｉｎ４ｔｄｔ；

（５）ｄ（　 　 ）＝ ｄｘ
１＋ｘ
； （６）ｄ（　 　 ）＝ ｅ２ｘｄｘ；

（７）ｄ（　 　 ）＝ ｄｘ
ｘ
； （８）ｄ（　 　 ）＝ ｓｅｃ２３ｘｄｘ．

任务一　 【人影移动的速率】（见任务提出）
解　 这是一个相关变化率的问题．一般地，设 ｘ＝ ｘ（ ｔ）及 ｙ＝ ｙ（ｘ）都是可导函数，而变量 ｘ

与 ｙ 之间存在某种关系，从而变化率
ｄｘ
ｄｔ

与
ｄｙ
ｄｔ

间也存在一定关系，这两个相互依赖的变化率称

为相互变化率．
如果我们由几何学或物理学等方面的知识，得到 ｘ 与 ｙ 之间的一个函数关系 ｙ＝ ｆ（ｘ），且

ｆ（ｘ）可导，那么由复合函数的求导法则，有ｄｙ
ｄｔ
＝ ｆ　′（ｘ）ｄｘ

ｄｔ
．

图 ２－７

对于所给问题，如图 ２－７ 所示，以 ＤＥ 和 ＢＣ 分别表示人高

和灯高，以 ＤＢ＝ ｘ 和 ＡＢ ＝ ｙ 分别表示人和人影端点到灯的水平

距离．
因为△ＡＤＥ∽△ＡＢＣ，所以

ＡＤ
ＡＢ
＝ＤＥ
ＢＣ

．

从而
ｙ－ｘ
ｙ
＝ １．８
５
，即 ｙ＝ ２５

１６
ｘ．
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于是
ｄｙ
ｄｔ
＝ ２５
１６
ｄｘ
ｄｔ

又依题
ｄｘ
ｄｔ
＝ １．６，

故
ｄｙ
ｄｔ
＝ ２５
１６
×１．６＝ ２．５（ｍ ／ ｓ） ．

即人影端点移动的速率为 ２．５ ｍ ／ ｓ．
任务二　 【电流强度】（见任务提出）
解　 （１） ｉ（ ｔ）＝ Ｑ′（ ｔ）＝ （ ｔ３－ｔ） ′＝ ３ｔ２－１；
（２） ｉ（２）＝ （３ｔ２－１） ｜ ｔ＝２ ＝ １１．
任务三　 【每月向银行多付多少元贷款】（见任务提出） ．
解　 ｒ＝ １０％ ＝ ０．１，Δｒ＝ １０．２％－１０％ ＝ ０．００２，

Δｐ（ ｒ）≈ｄｐ（ ｒ）＝
１２０ ０００× ｒ

１２

１－ １＋ ｒ
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷

－３６０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

′

·Δｒ

ｒ＝０．１
Δｒ＝０．００２

．

由于计算比较繁杂，用 Ｍａｔｌａｂ数学软件求解：
输入：
＞＞ｓｙｍｓ ｒ
＞＞ｐｒ ＝（１２００００∗ｒ ／ １２） ／ （１－（１＋ｒ ／ １２）＾（－３６０））； ％每月的还款额 ｐ（ ｒ）
＞＞ｄｐｒ ＝ｄｉｆｆ（ｐｒ，ｒ）； ％求还款额的导数 ｐ′（ ｒ）
＞＞ｆ ＝ ｓｕｂｓ（ｄｐｒ，ｒ，０．１）∗０．００２； ％计算 Δｐ（ ｒ）
＞＞ｆ ＝ ｖｐａ（ｆ，９） ％显示每月多交金额的实数值，有效数字 ９位
＞＞ａ＝ ｆ ／ ｓｕｂｓ（ｐｒ，ｒ，０．１） ％计算多交比例

输出：ｆ ＝ １７．７３５１９９，ａ ＝ ０．０１６８４１１７
即估算张先生每月向银行多付 １７．７４元贷款，多交约 １．６８％．
任务四　 【绝对误差和相对误差】（见任务提出）

解　 圆面积 Ｓ＝π·ｒ２ ＝ π
４
·Ｄ２，则

Ｓ′＝ π
２
·Ｄ．

截面积为

Ｓ＝ π
４
·２０２ ＝ ３１４（μｍ２） ．

截面积的绝对误差

ΔＳ≈ｄＳ＝Ｓ′·ΔＤ
　
　 Ｄ＝ ２０
ΔＤ＝ ２

＝ π
２
·Ｄ·ΔＤ

Ｄ＝ ２０
ΔＤ＝ ２

＝ π
２
×２０×２＝ ６２．８（μｍ２），

截面积的相对误差

ΔＳ
Ｓ
＝ ６２．８
３１４
＝ ２０％．
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拉船上岸问题

一、问题的提出

图 ２－８

如图 ２－８ 所示，在离水面高度为 ｈ（ｍ）的岸上，有人

用绳子拉船靠岸．试问：当收绳速度为 ｖ０（ｍ ／ ｓ）时，船的速

度、加速度有什么变化？
二、模型的假设与符号说明

１．模型的假设

（１）假设用绳子拉船时，船在水面上沿直线朝垂直于

岸壁的方向行驶；
（２）假设收绳速度 ｖ０（ｍ ／ ｓ）不变；
（３）假设用绳子拉船时，绳子一直保持直线不松垮；
（４）人在岸上离水面的高度 ｈ 不变．
２．符号说明

ｈ：人在岸上离水面的高度；ｖ０：人的收绳速度；ｌ：拉船的绳子长度；ｓ：船离岸的距离；ｔ：拉
船时间；ｖ：船的速度；ａ：船的加速度．

三、问题的分析

结合图 ２－８，根据题意可知，ｌ，ｈ，ｓ 构成直角三角形，由勾股定理，可得三者的关系，
ｌ２ ＝ｈ２＋ｓ２，从而建立了数学模型，其中：ｈ 是固定不变的，而 ｌ 和 ｓ 是变化的，随着拉船时间的

增加在不断变短．将方程两端同时求关于 ｔ 的导数，即可得收绳速度和船速．再对船速求关于

ｔ 的导数，从而可得船的加速度．
四、模型的建立与求解

建立如图 ２－８所示的平面直角坐标系，由图可知，ｌ，ｈ，ｓ 三者构成直角三角形，根据勾股

定理，得
ｌ２ ＝ｈ２＋ｓ２ ． （１）

对（１）式两端同时求关于时间 ｔ，得

２ｌ ｄｌ
ｄｔ
＝ ０＋２ｓ ｄｓ

ｄｔ

即 ｌ ｄｌ
ｄｔ
＝ ｓ ｄｓ
ｄｔ
． （２）

依据速度定义，ｄｌ
ｄｔ

即为收绳速度 ｖ０，由于船在水面上沿直线朝垂直于岸壁的方向行驶，

所以
ｄｓ
ｄｔ

为船的速度 ｖ，将它们代入（２）式得

ｌ·ｖ０ ＝ ｓ·ｖ．
即可得船速为

ｖ＝ ｌ
ｓ
ｖ０ ． （３）
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利用（１）式消去（３）式中的 ｌ，得

ｖ＝ ｈ２＋ｓ２

ｓ
ｖ０ ． （４）

（４）式中 ｈ，ｖ０ 均为常数，只有 ｓ 是变量，按照加速度的定义，可得

ａ＝ ｄｖ
ｄｔ
＝ ｄｖ
ｄｓ
·ｄｓ
ｄｔ
＝ ｖ０ －

ｈ２

ｓ２ ｈ２＋ｓ２
æ

è
ç

ö

ø
÷·
ｄｓ
ｄｔ
＝ －

ｖ０ｈ２

ｓ２ ｈ２＋ｓ２
·ｖ．

将（４）式代入上式，得

ａ＝ －
ｈ２ｖ２０
ｓ３

． （５）

（这里的负号表明加速度的方向与 ｘ 轴正向相反．事实上船速 ｖ、收绳速度 ｖ０ 的方向也与

ｘ 轴正向相反．）
五、模型的结果分析

由（４）式与（５）式可知，由于 ｈ，ｖ０ 均为常数，所以船速 ｖ 与船的加速度 ａ 均与船的位置 ｓ
有关，它们随着 ｓ 的变化而变化．当船靠近岸，即 ｓ 不断减小时，船速 ｖ 与船的加速度 ａ 都不断

增加．
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知识阅读：谁是微积分的创始者？
牛顿作为数学家，被推崇为微积分或者他为之命名的“流数术”的创立者．微积分的起源

要追溯到 １７世纪 ６０年代中期，那时牛顿还是剑桥大学三一学院的一名学生．在那里牛顿专

心研究笛卡儿（１５９６—１６５０）、约翰·沃利斯（１６１６—１７０３）以及三一学院第一位卢卡斯数学

教授艾萨克·巴罗（１６３０—１６７７）这样一些先驱们的著作，但是很快他发现自己进入了一个

从未有人涉足的领域．在接下来的几年中，牛顿永远地改变了数学的面貌．据说牛顿说过这样

的话：“如果我比其他人看得更远些，那是因为我站在巨人的肩上．”他确实是站在巨人的肩

上，在这些巨人当中，最伟大的有笛卡儿、开普勒和伽利略．从笛卡儿那里，牛顿继承了解析

几何；从开普勒那里，他继承了行星运动的三大基本定律，这些定律是经过 ２２ 年大量的计算

后由经验发现的；而从伽利略那里，他得到了成为他自己动力学奠基石的运动三定律中的头

两个．对数学来说最重要的是说明第二运动定律的开头的那几个字，变化率．什么是“变化

率”，怎样衡量它呢？ 他对这个问题的解答———对研究以连续方式运动的质点的速度提供了

切实可行的数学方法，不管这个质点的运动是多么不规律———使他掌握了揭开变化率及其

度量的全部秘密的万能钥匙，这把钥匙就是微分学．怎样计算一个速度每时每刻都在运动的

质点在给定的时间内跑过的全部距离呢？ 在回答这个问题或者其他一些类似的问题（有些

是用几何术语描述的）时，牛顿发明了积分学．最后牛顿把这两类问题联系起来考虑，做出了

一个重要发现：他看出微分学和积分学通过一个定理，密切而互反地联系在一起，这个定理

今天称为“微积分学的基本定理” ．
莱布尼茨兴趣广泛，除了哲学和数学，他在历史、法学、语言、神学、逻辑学和外交方面都

有杰出的成就．在 １６７２年，他到巴黎担任外交官之前，还是一个被认为对“阅读冗长的数学

证明”缺乏耐心的新手．他不满足于自己的知识，花费时间填补缺口，大量阅读令人敬仰的数

学家们的著作，远至古代的欧几里得（公元前 ３ 世纪前后），近至他那个时代的帕斯卡

（１６２３—１６６２）、巴罗以及他一度师从的惠更斯（１６２９—１６９５） ．开始的时候困难重重，但是莱

布尼茨坚持了下来．他在一段回忆文章中写道，他很快“做好进行独立研究的准备，因为我阅

读数学文献就如同别人阅读浪漫的小说一样轻松” ．在几乎是狼吞虎咽地吸收同时代的人的

成果之后，莱布尼茨把他们远远地抛在后面，创造了微积分，从而使他在数学上赢得名垂青

史的业绩．微积分的第一次刊载是莱布尼茨 １６８４年撰写的论文，这篇论文带有一个冗长的标

题，翻译过来是《一种求极大值与极小值以及求切线的新方法，它也适用于有理量与无理量

以及这种新方法的奇妙类型的计算》 ．既然涉及求极大值与极小值以及求切线问题，毫无疑

问，莱布尼茨的这篇文章是介绍微分法的．两年以后他又发表了另一篇介绍积分法的文章．即
使处于早期阶段，莱布尼茨不但构造和整理了许多微积分的基本法则，而且已经用 ｄｘ 表示 ｘ

的微分和用 ∫ ｘｄｘ 表示 ｘ 的积分．他的卓越才能之一，正如后来拉普拉斯所说的提供了“一种

非常恰当的符号” ．
微积分的两位创始者都因为在其他方面也有建树而更闻名，这也是独一无二的．在公众

的心目中，牛顿往往被看成一位物理学家，而微积分的共同创始者莱布尼茨则多半被认为是
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一位哲学家．牛顿在 １７世纪 ６０年代中期已经在剑桥大学建立了他的流数（微积分）思想，而
莱布尼茨是在十年之后在巴黎履行外交使命时完成他自己的奠基工作的．这使得牛顿捷足

先登，也让牛顿和他的同胞们后来认定这是事关优先权的唯一凭据．但是当莱布尼茨发表他

的微积分成果时，牛顿的《分析学》和其他论文仍然以手稿的形式尘封着．关于接着发生的微

积分发明权应该归功于哪一位的争论，已有很多著述，而且这并不是一个动听的故事．上百

年来，现代学者们终于抹去了国家和个人的感情因素，认定牛顿和莱布尼茨各自独立创建了

微积分．

１．判断题：
（１）若曲线 ｙ＝ ｆ（ｘ）处处有切线，则函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）处处可导． （　 　 ）
（２）函数 ｙ＝ ｜ ｘ ｜在点 ｘ＝ ０处连续但不可导． （　 　 ）
（３）（５ｘ＋５４） ′＝ ｘ·５ｘ－１＋５ｘ４ ． （　 　 ）
（４）设物体沿直线运动，在时刻 ｔ（ ｓ）的速度为 ｖ ＝ ７＋２ｔ（ｍ ／ ｓ），则在时刻 ｔ 的加速度是

２ ｍ ／ ｓ２ ． （　 　 ）
（５）若 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处可导，则 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处可微． （　 　 ）
（６） ｆ　′（ｘ０）＝ ［ ｆ（ｘ０）］ ′． （　 　 ）
２．选择题：

（１）设 ｆ（０）＝ ０，且 ｆ　′（０）存在，则ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ
＝（　 　 ） ．

Ａ．ｆ　′（ｘ） Ｂ．ｆ　′（０） Ｃ．ｆ（０） Ｄ． １
２
ｆ（０）

（２）设 ｆ（ｘ）＝ ｅ ｘ ，则 ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（１＋Δｘ）－ｆ（１）
Δｘ

＝（　 　 ） ．

Ａ．２ｅ Ｂ．ｅ Ｃ． １
２
ｅ Ｄ． １

４
ｅ

（３） ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处连续是 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处可导的（　 　 ） ．
Ａ．必要条件 Ｂ．充分条件 Ｃ．充要条件 Ｄ．无关条件

（４）设函数 ｆ（ ｘ）在 ｘ ＝ ２ 处可导，则在 ｘ ＝ ２ 处有微小增量 Δｘ 时，函数的增量约为

（　 　 ） ．
Ａ．ｆ　′（２） Ｂ．ｌｉｍ

ｘ→２
ｆ（ｘ） Ｃ．ｆ（２＋Δｘ） Ｄ．ｆ　′（２）Δｘ

（５）下列函数中（　 　 ）的导数等于
１
２
ｓｉｎ２ｘ．

Ａ． １
２
ｓｉｎ２ｘ Ｂ． １

２
ｃｏｓ２ｘ Ｃ． １

２
ｓｉｎ２ｘ Ｄ． １

２
ｃｏｓ２ｘ

（６）设 ｙ＝ ｆ（ｘ２），则 ｄｙ＝（　 　 ） ．
Ａ．ｘｆ　′（ｘ２）ｄｘ Ｂ．２ｘｆ　′（ｘ２）ｄｘ Ｃ．ｘｆ　′（ｘ）ｄｘ Ｄ．２ｘｆ　′（ｘ）ｄｘ

（７）设 ｆ １
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｘ，则 ｆ　′（ｘ）＝ （　 　 ） ．

Ａ． １
ｘ

Ｂ．－ １
ｘ

Ｃ． １
ｘ２

Ｄ．－ １
ｘ２
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（８）设 ｙ＝ １０ｘ，则 ｙ′＝（　 　 ） ．

Ａ． １０
ｘ

ｌｎ１０
Ｂ．１０ｘ ｌｇ１０ Ｃ．１０ｘ ｌｎ１０ Ｄ．１０ｘ

（９）设 ｆ（ｘ）＝ ｓｉｎ １
ｘ
，则 ｆ　′ １

π
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝（　 　 ） ．

Ａ．１ Ｂ．－１ Ｃ．π２ Ｄ．－π２

（１０）设 ｙ＝ｃｏｓ（３－ｘ），则 ｙ″＝（　 　 ） ．
Ａ．ｃｏｓ（３－ｘ） Ｂ．－ｃｏｓ（３－ｘ） Ｃ．ｓｉｎ（３－ｘ） Ｄ．－ｓｉｎ（３－ｘ）
（１１）设 ｙ＝ ｆ（ｘ）是由方程 ｘ２－ｘｙ＝ １确定的函数，则 ｙ′＝（　 　 ） ．

Ａ．２ｘ Ｂ．－２ｘ Ｃ． １
ｘ
（２ｘ－ｙ） Ｄ． １

ｘ
（ｙ－２ｘ）

（１２）设 ｙ＝ｅａｘ，则 ｙ（ｎ）＝ （　 　 ） ．
Ａ．ａｅａｘ Ｂ．ａｎｅａｘ Ｃ．ｅａｘ Ｄ．ａ２ｅａｘ

（１３）设 ｘ 为自变量，当 ｘ＝ １，Δｘ＝ ０．１时，ｄ（ｘ３）＝ （　 　 ） ．
Ａ．０．３ Ｂ．０ Ｃ．０．０１ Ｄ．０．０３
（１４）下列结论中不正确的是（　 　 ） ．
Ａ．若函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 可微，则 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 可导

Ｂ．若函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 可导，则 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 可微

Ｃ．若函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 连续，则 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 可微

Ｄ．若函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 可微，则 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 连续

（１５）设函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 可微，则 ｆ（ｘ）在 ｘ０ 的微分式是（　 　 ） ．
Ａ．ｆ（ｘ０）； Ｂ．Δｙ； Ｃ．ｆ（ｘ０）＋ｆ　′（ｘ０）Δｘ； 　 　 　 　 Ｄ．ｆ　′（ｘ０）Δｘ．
３．填空题：

（１）曲线 ｙ＝ ｔａｎｘ 在
π
４
，１æ

è
ç

ö

ø
÷ 点处的切线斜率为 ．

（２）已知函数 ｆ（ｘ）＝ ｌｎ（ｌｎｘ），则 ｆ　′（ｅ）＝ ．

（３）设 ｙ＝ ｆ（ｘ）是由方程 ｘｙ＝ ｘ＋１确定的函数，则ｄｙ
ｄｘ
＝ ．

（４）ｄ（ｌｎｘ）
ｄ（ ｘ ）

＝ ．

（５）设 ｆ（ｘ）＝ ｌｎ（１＋ｘ），则 ｆ″（０）＝ ．
（６）设 ｆ（ｘ）＝ ｅｘｓｉｎｘ，则 ｆ″（０）＝ ．
（７）设 ｙ＝ ｌｎ（９ｘ－８），则 ｄｙ＝ ．
（８）设 ｙ＝ｓｉｎ２（３ｘ＋５），则 ｄｙ＝ ．
４．一杯牛奶在微波炉中加热后拿出放在桌上，ｔ 分钟后牛奶的温度为 Ｔ（ ｔ）＝ ７５ｅ－０．０２ｔ（单

位：℃） ．
（１）Ｔ′（ ｔ）的单位是什么？
（２）求出 Ｔ′（２０）（保留整数）并说明这一数值的具体实际意义．
５．在火星表面附近，自由落体的运动方程是 ｓ＝ １．８６ｔ２，ｓ 和 ｔ 的单位分别是 ｍ和 ｓ．设一石

块从距离火星表面 １００ ｍ高的悬崖上自由落下．
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（１）石块下落速度达到 １８．６ ｍ ／ ｓ用了多长时间？
（２）在下落过程中石块的加速度是多少？
６．求下列函数的导数：

（１）ｙ＝ ｘ＋ｌｎｘ； （２）ｙ＝（ ｘ ＋１）
１
ｘ
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ ； （３）ｙ＝ ５ｘ

１＋ｘ２
；

（４）ｙ＝ｅｃｏｓ
ｘ
２ ； （５）ｙ＝ｓｉｎ２ｘ＋ｃｏｓｘ２； （６）ｙ＝ ｘ２ｅ－

１
ｘ ；

（７）ｙ＝ａｒｃｓｉｎ（ｘ２）； （８）ｙ＝ｓｉｎ（ｌｎ ｘ ）； （９）ｙ＝ ｌｎ（ａｒｃｓｉｎｅｘ） ．

７．求隐函数的导数
ｄｙ
ｄｘ
：

（１）ｘ２－ｙ３ ＝ ４； （２）ｅｙ ＝ ｘ２ｙ＋ｓｉｎｙ； （３）ｘｙ＝ｅｘ＋ｙ ．
８．求曲线在指定点处的切线方程：
（１）ｙ＝ ｌｎ（ｘ２－８），点（３，０）； 　 　 　 （２）ｙ＝ ２ｓｉｎｘ＋ｘ２，点（０，０）；

（３）ｙｅｘ＋ｌｎｙ＝ １，点（０，１）； 　 　 　 （４）
ｘ＝ｅｔ，
ｙ＝（ ｔ－１） ２，{ ｔ＝ ０时的点．

９．求指定的高阶导数：

（１）ｙ＝ ｌｎｘ，ｙ‴； （２）ｙ＝ ｘ２ｅｘ，ｙ″； （３）ｙ＝ １
１＋ｘ２
，ｙ″．

１０．求曲线 ｙ＝ｅ２ｘ－１的与直线 ２ｘ－ｙ＋１＝ ０平行的切线方程．
１１．曲线 ｙ＝ ２＋ｌｎ（１－３ｘ）上哪一点处的切线与直线 ｘ－３ｙ＋３＝ ０垂直．
１２．某电器厂在对冰箱制冷后断电测试其制冷效果，ｔ 小时后冰箱的温度（单位：℃）为

Ｔ＝ ４ｔ
０．１ｔ＋２

＋１０，问冰箱温度 Ｔ 关于时间 ｔ 的变化率是多少？

１３．某同学在上网时，通过下载一个文件对自家的网速进行简单的测试，观察得到文件

的下载量 ｙ（ＫＢ）与时间 ｔ（ｓ）的关系如下表：

时间 ０ ２ ４ ６ ８ １０

下载量 ０ ６００ １１２０ １５６０ １９２０ ２２００

　 　 根据上述数据用拟合方法可得下载量 ｙ 与时间 ｔ 的函数关系为 ｙ＝ ３２０ｔ－１０ｔ２ ．
试求：（１）下载速度 ｖ（ＫＢ ／ ｓ）与时间 ｔ（ｓ）的函数关系；
（２）第 ５ ｓ时刻的瞬时下载速度．


