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书书书

�1 �　　　　　　　　　　　　自然数与整数

?情境引入
在 “乘法分配律”的新授课上，教师让学生从一个等式

（４＋２）×２５＝４×２５＋２×２５出发，得到 “两个数的和与一个数
相乘，可以先把它们与这个数分别相乘，再把乘积相加”，并把
这个规律叫作乘法分配律。这时有学生问道：“老师，我们仅从
一个算式出发，就得到了乘法分配律，乘法分配律正确吗？怎
么能说明它一定正确呢？”

面对突如其来的问题，授课教师愣住了，不知道如何解决。
学生的疑问很有道理，用不完全归纳法得到的结论不一定是正
确的。怎么能说明乘法分配律是正确的呢？也就是说，在小学
阶段怎么证明乘法分配律呢？乘法分配律的价值到底在哪里？
小学数学中哪些地方会用到它？

类似的问题还有很多。加、减、乘、除的具体含义是什么？
负整数是怎么来的？自然数是怎么扩充到整数的？本章先讲述
自然数的含义与运算，介绍计数方法与读数方法、四则运算的
含义与运算律。然后，展开对负整数本质、整数意义与运算等
问题的讨论与研究。相信读者在认真阅读本章以后，对上述问
题会得到一个比较满意的回答。



 小学数学研究

１１　自然数的含义

?学习目标
１了解自然数的产生过程，理解自然数的基数理论与序数理论；
２理解十进制计数法，并能准确利用十进制计数法进行计数和读数；
３了解十进制计数法的发展过程和ｋ进制计数法的计数原理。

１１１　自然数的产生

许多动物都具有分辨多与少的本能。一只老虎面对一匹狼和一群狼的反应

是不一样的；一只野狗和一群野狗面对一根骨头的反应也是不一样的。人类同

其他许多动物一样，在蒙昧时代就具有辨别事物多少的能力。这就是原始的

“数感”，后来逐渐发展成数概念。


��� 鸽子的数感


①

据合众国际社报道，近日新西兰奥塔哥大学的科学家称，鸽子在数感方面

的能力完全可以与灵长类动物相媲美，它们能将杂乱无章的数字有序化。

研究发现，鸽子可以成功地将９幅图像数字由小到大进行排列，而到目前
为止，只有人类与猩猩等灵长类动物才具备这种抽象思维能力。

首席专家达米·斯考夫 （ＤａｍｉａｎＳｃａｒｆ）称：“人类计数经历了一个长期进
化的过程，而动物的大脑结构与人类完全不相同，鸽子能够掌握数理能力的机

理还有待进一步研究


。”

数的产生源于人类社会生产生活实践的需要。远古人类在狩猎、采集等社

会生活中就注意到一只羊与一群羊、一个果子与一堆果子的区别，通过比较，

逐渐意识到一只羊、一个山果、一棵树等之间存在着共同的数量属性，这就是

单位性，它构成了数量的基本单位。

同样，人类会注意到一双手、一对小鸟、两条鱼、两个石子等之间可以一

一对应，且由两个基本单位构成，即存在数量上的共同属性。以此类推，逐渐

２

① ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗｅｐｃｈｉｎａｃｏｍ／２０１１／１２２６／２８８１７
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抽象出事物的这一数量属性，人们便形成了数概念。当数概念越来越清晰时，

人们便用语言、符号表示这些结果，即记数。

数的原始本质在于表达多与少①。早期的数是自然数，它通常表示自然界中

物体的个数，是 “数数 （ｓｈǔｓｈù）”数出来的。所谓数数，是指通过某种方式
或途径计算详细的数目，通常采用扳手指、嘴巴念叨或心里默念等方式，是较

普通的一种数学行为。

数数具有三个特点：

①结果唯一性，数事物的多少时，只要每个事物都数到，并且只数一次，
那么数的结果总是唯一的。

②可替代性，数事物时，可以用其他事物代替要数的事物，然后再进行数
数，数的结果不变。

③后续性，数数的时候，总是加一加一地数，后面一个数比前一个数大一，
数出的最后一个数，就是数出的结果。但是数的过程是无限的，如果再有要数

的事物，还可以不断地数下去。也就是说，要数的事物可以无限地数下去。因

此，自然数有无限多个。

由数数产生的自然数，是人们日常生活中使用最多的数。它既可以清点物

体数目，也可以编排物体的顺序。因此，自然数有两重属性。

基数属性，表示一个集合一共有几个元素，即表示元素的总个数。比如，

用３表示集合 ｛ａ，ｂ，ｃ｝有３个元素。
序数属性，表示某个元素的顺序，在第几个的位置上。比如，２０１１年

ＴＩＭＳＳ数学教育评价优秀率前 ５名的国家和地区是：新加坡 （４３％）、韩国
（３９％）、中国香港 （３７％）、中国台湾 （３４％）、日本 （３０％）。那么中国香港
的优秀率名列第３名。这里的 “３”就是序数。

这两个属性彼此沟通，反映了离散事物的记数特征。


	�� “数”与 “数字


”

数，是表示物体数量大小多少和先后顺序与序列的符号。数是一个用作计

数、标记或量度的抽象概念，是比较同质或同属性事物的等级的简单符号记录

形式 （或称度量）。在日常生活中，数通常出现在标记 （如公路、电话和门牌号

码）、序列的指标 （序列号）和国际标准书号 （ＩＳＢＮ）上。在数学里，数的定

３

① 史宁中教授说，“数量的本质应当是多与少”。参见：史宁中数学思想概论 （第１
辑）———数量与数量关系的抽象 ［Ｍ］．长春：东北师范大学出版社，２００８
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义延伸至包含如分数、负数、无理数、超越数及复数等抽象化的概念。

数字，是一种用来表示数的书写符号或者文字，代表数的一系列符号。数

字、运算符号等统称为记数系统。不同的记数系统可以使用相同的数字。比如，

十进制和二进制都会用到数字 “０”和 “１”。同一个数在不同的记数系统中有不
同的表示。比如，数３７（阿拉伯数字十进制）可以有多种写法：中文数字写作
三十七，罗马数字写作ＸＸＸⅦ，阿拉伯数字二进制写作１００１０１



。

１１２　自然数的基数理论

自然数的基数理论是建立在集合论的基础之上的。集合论的创始人格奥尔

格·康托 （１８４５—１９１８）指出：如果一个集合能够和它的真子集建立等价关系，
那么这个集合就是无限集。

比如，实数集Ｒ和其真子集 （－１， ＋１）可以建立 “一一对应”的关系

（－１，＋１）
ｆ＝ｔａｎπｘ２

ｇ＝２
π
ａｒｃｔａｎ

幑 幐帯帯帯帯
ｘ
Ｒ，所以实数集Ｒ是无限集。

反之，不能与其任意真子集建立 “一一对应”关系的集合就是有限集。比

如，｛甲，乙，丙，丁｝、｛△，□，○｝等就是有限集。
表示集合中元素个数的数叫作基数。有限集合的基数叫作自然数。比如，Ｍ

＝｛ａ，ｂ，ｃ｝是一个集合，凡是能和Ｍ构成一一对应的集合，如 Ｎ＝ ｛１，２，
３｝、３个人组成的集合、３只羊构成的集合，都认为它们是等价的一类。它们具
有相同的基数 （即元素个数相同），我们用自然数３表示这个基数。以此类推，
集合Ｐ＝｛ａ｝的基数是１，集合 Ｑ＝｛ａ，ｂ｝的基数是２，空集 ＝ ｛｝的基
数是０。


���


自然数体系

著名数学家、计算机之父约翰·冯·诺依曼 （ＪｏｈｎＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ，１９０３—
１９５７）曾经用集合语言简约、清晰地构造出自然数体系。具体步骤如下：

第一个是空集（表示０）；
第二个是以空集为元素的集合 ｛｝，即 ｛０｝（表示１）；
第三个是以和 ｛｝为元素的集合 ｛，｛｝｝，即 ｛０，１｝（表示２）；
第四个是以前三个集合为元素的集合 ｛，｛｝，｛，｛｝｝｝，即 ｛０，１，２｝

４
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（表示３）；
……

第ｎ个集合是以前 ｎ－１个集合为元素的集合，即 ｛０，１，２，３，…，ｎ－
１｝（表示ｎ


）。

如何比较自然数ａ与ｂ的大小呢？根据自然数的基数理论，设ａ与ｂ分别是
集合Ａ与Ｂ的基数，如果Ａ与Ｂ能够建立一一对应关系，那么ａ＝ｂ；如果Ａ与
Ｂ的真子集能够建立一一对应关系，那么 ａ＜ｂ；如果 Ａ的真子集与 Ｂ能够建立
一一对应关系，那么ａ＞ｂ。

１１３　自然数的序数理论

１８８９年，意大利数学家皮亚诺 （ＧｉｕｓｅｐｐｅＰｅａｎｏ，１８５８—１９３２）在 《算术原

理新方法》中用公理化的方法从顺序的角度揭示了自然数的意义，被称为自然

数的序数理论，或称为自然数的皮亚诺公理①。

如果一个集合Ｎ的元素间有一个基本的关系———后继 （用 ＋表示），并满足

下列四条公理：

（１）１∈Ｎ，对任意ａ∈Ｎ，ａ＋≠１；
（２）任何ａ∈Ｎ，有唯一的后继ａ＋ （即ａ＝ｂ!ａ＋＝ｂ＋）；
（３）除１以外的任何元素，只能是一个元素的后继 （ａ＋＝ｂ＋

!

ａ＝ｂ）；
（４）若Ｍ

"

Ｎ，且①１∈Ｍ，②ａ∈Ｍ!

ａ＋∈Ｍ，那么Ｍ＝Ｎ。
那么集合Ｎ的元素，就叫作自然数②。
皮亚诺公理完整地刻画了自然数序列：

（１）说明了１是第一个自然数；
（２）说明了任何一个自然数的后继唯一确定，即１＋＝２，２＋＝３，……；
（３）说明了后继唯一确定前一个数，自然数中没有两个相等的数，比

如，……，５是４的后继，４是３的后继，３是２的后继，２是１的后继；
（４）说明了自然数的个数是无限多，自然数的集合是无限集。因此，皮亚

５

①

②

按照皮亚诺最初的记法，自然数从１开始，不包含０。如果认为０是第一个自然数，
需要把公理系统中的１换成０。

看到自然数的皮亚诺公理，不禁想起课文 《愚公移山》中的一段话，“北山愚公长息

曰：汝心之固，固不可彻，曾不若孀妻弱子。虽我之死，有子存焉；子又生孙，孙又生子；

子又有子，子又有孙；子子孙孙无穷匮也”，它也蕴含了这种思想。
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诺公理又被称为归纳公理，是数学归纳法的基础。

例１　用数学归纳法证明１２＋２２＋…＋ｎ２＝ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）６ （其中，ｎ≥

１）。

证明　当 ｎ＝１时，１２＝１＝１（１＋１）（２＋１）６ ，说明 １２＋２２＋… ＋ｎ２＝

ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）
６ 成立。

假设当ｎ＝ｋ（ｋ≥１）时，１２＋２２＋… ＋ｎ２＝ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）６ 成立，有

１２＋２２＋…＋ｋ２＝ｋ（ｋ＋１）（２ｋ＋１）６ 。

当ｎ＝ｋ＋１时，
１２＋２２＋…＋ｋ２＋（ｋ＋１）２

＝ｋ（ｋ＋１）（２ｋ＋１）６ ＋（ｋ＋１）２

＝ｋ（ｋ＋１）（２ｋ＋１）６ ＋（ｋ＋１）６ ［６（ｋ＋１）］

＝（ｋ＋１）６ （２ｋ２＋ｋ＋６ｋ＋６）

＝（ｋ＋１）（ｋ＋２）（２ｋ＋３）６

由此可知，当ｎ＝ｋ＋１时，１２＋２２＋…＋ｎ２＝ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）６ 成立。

综合上述，对于一切ｎ≥１的自然数，１２＋２２＋… ＋ｎ２＝ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）６
成立。

根据皮亚诺公理，我们容易发现：自然数的本质是对单位１作后继运算的
复合，即１是构成自然数的单位，前一个数作一次后继得到后一个数。由此决
定了自然数的特征：后面一个数比前一个数大１；前一个数比后一个数小１。

以皮亚诺公理为基础，可以对自然数的加法进行归纳定义：（１）设 ａ∈Ｎ，
则ａ＋１＝ａ＋；（２）设ａ、ｂ∈Ｎ，则 ａ＋ｂ＋＝（ａ＋ｂ）＋。其中 ａ和 ｂ叫作加数，
ａ＋ｂ叫作它们的和。

例２　计算３＋８。
解　先求３＋１，易知３＋１＝３＋＝４；
再求３＋２，３＋２＝３＋１＋＝（３＋１）＋＝４＋＝５；

６
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再求３＋３，３＋３＝３＋２＋＝（３＋２）＋＝５＋＝６；
再求３＋４，３＋４＝３＋３＋＝（３＋３）＋＝６＋＝７；
……

最后求３＋８，３＋８＝３＋７＋＝（３＋７）＋＝１０＋＝１１。
以皮亚诺公理为基础，可以对自然数的乘法进行归纳定义：（１）设 ａ∈Ｎ，

则ａ×１＝ａ；（２）设ａ、ｂ∈Ｎ，则ａ×ｂ＋＝ａ×ｂ＋ａ。其中ａ叫作被乘数，ｂ叫作
乘数，ａ×ｂ（或记作ａ·ｂ、ａｂ）叫作它们的积。

例３　计算３×８。
解　先求３×１，易知３×１＝３；
再求３×２，３×２＝３×１＋＝３×１＋３＝３＋３＝６；
再求３×３，３×３＝３×２＋＝３×２＋３＝６＋３＝９；
……

最后求３×８，３×８＝３×７＋＝３×７＋３＝２１＋３＝２４。
从上述归纳定义和例子我们可以发现：自然数加法的本质就是数数，ａ＋ｂ

就是在ａ的后面连续数ｂ个数，最后那个数就是 ａ＋ｂ的和；自然数乘法的本质
就是连加，ａ×ｂ就是将被乘数ａ连加ｂ次，最后的结果就是ａ×ｂ的积。

在序数理论下，如何定义自然数的大小呢？皮亚诺公理中的后继关系，指

明了相邻自然数的大小关系。根据自然数的加法，可以定义任意两个自然数的

大小关系。如果ａ、ｂ∈Ｎ，存在 ｋ∈Ｎ，使得 ａ＋ｋ＝ｂ，那么称 ａ小于 ｂ，记作
ａ＜ｂ，也称ｂ大于ａ，记作ｂ＞ａ。

１１４　计数与读数

１计数
记数的发展也经历了由繁到简的漫长历史过程，经历了手指记数、石子记

数、结绳记数等实物记数阶段，逐渐过渡到符号记数阶段。迄今发现最早的刻

痕记数，是三万多年前的狼骨刻痕。到了迄今五千多年前，用书写专用符号来

表示数字，就是人类社会早期的正式记数。

但是，早期的记数方式是用一个符号表示一个数，要表示很多数就需要很

多符号，使用起来不太方便。后来，人们便用有限的符号，按照一定顺序加上

排列规则来表示很多的数，这就是计数 （注意：计数与记数是两个不同概念）。

计数的方法很多，目前常用的有十进制计数法和六十进制计数法等。下面，我

们来看看十进制计数法的发展过程。
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第一阶段，创造数字符号，即每个数对应一个符号。比如，公元前２４００年
左右的巴比伦楔形数字，对１～１２的每个数都对应有一个符号；古代罗马就采
用Ｉ、Ｖ、Ｘ、Ｌ、Ｃ、Ｄ、Ｍ分别代表１、５、１０、５０、１００、５００、１０００。从理论上
讲，这些数字符号所代表的计数单位是一，只能用有限的一些符号表示有限

的数。

���� １～１０


的教学

小学生最早接触的数是自然数，是通过数物体个数，逐渐认识 １，２，
３，…，１０，具体形象地理解自然数的意义、自然数的顺序和大小。进入小学
前，儿童已经有 “口头数数” “按物点数”和 “数后说总数”的经验，具有初

步的数概念。小学阶段的认识数教学主要集中在以下几个方面。

建立实物和点子图的对应，经历 “实物→点子图→数”三个基本阶段，明
确计数的结果是表示一组物体的总数，而不是最后一个物体。

把每个数的音、形、义统一起来，掌握每个数的实际意义，并能正确分辨

每一个数。

在计数时，能顺着数，也能倒着数，掌握数的顺序，知道后一个数比前一

个数多一，前一个数比后一个数少一。

知道每一个数的组成，即每一个数中含有多少个一。比如５的组成，可通
过小棒等实物，对５进行不同的分解，得到 “５由１和４组成的，５由２和３组
成的”等结论。

正确书写数字，掌握字形和书写笔顺笔画。通常可以借助儿歌帮助儿童记

忆数字，“１像铅笔能写字，２像鸭子水中游，３像耳朵能听话，４像小旗迎风
飘，５像钩子能钩物，６像哨子嘟嘟响，７像镰刀割青草，８像葫芦空中摇，９像
勺子盛稀饭


”。

第二阶段，建立进位规则，即重复使用有限的几个数字符号按一定规则进

行组合表示大量数。比如，古埃及用
#

表示１、
$

表示１０、用
$$$##

表示３２。公
元前１６００年左右，我国的甲骨文中就有专用的符号表示 “一、二、三、四、

五、六、七、八、九、十、百、千”等数字，并用这些符号进行组合表示其他

的数。这种计数系统的进率为十，这就是早期的 “十进制计数法”。

这一阶段的计数方法，蕴含了初步的进位思想，其计数单位既有一，又有

确定的数 （比如五、十、十二、二十、百等），并涉及简单加减来确定数。在这

一阶段，古罗马人用Ｉ、Ｖ、Ｘ、Ｌ、Ｃ、Ｄ、Ｍ七个数字符号按照下列规律组合起

８
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来，就能表示任何数：（１）一个数字符号重复几次，就表示这个数的几倍，如
ＸＸＸ表示３０；（２）大数字符号右边附一个小数字符号就表示大数加小数，如ＶＩ
表示６；（３）大数字符号左边附一个小数字符号就表示大数减小数，如 ＩＶ表示

４；（４）数字符号上加横线表示１０００倍，如用ＸＸＶ表示２５０００。
第三阶段，建立位值概念，即数字符号在不同的 “位”表示基数不同的值，

是一种比较直观的计数。人类将常见的计数单位从右到左排成一排，计数时在

对应的位置上写上相应单位的个数，而不必重复记下各个单位。

公元前５００年左右，中国出现了算筹计数，从右向左依次为个、十、百、
千等计数单位，各单位之间的进率为十 （即右边一位满十需向左进一，左边一

位的一相当于右边一位的十），用空位表示 ０，比如用 “
!

　‖”表示
“６０８２”。后来，我国的珠算计数也是采用这种方法。

第四阶段，建立十进制计数法，即按照 “满十进一”的原则，用０～９这１０
个数字表示所有自然数。在中印文化交流中，古印度人认为十进制数非常重要，

于是创造了１、２、３、４、５、６、７、８、９这９个数字，并用空格表示０。后来发
现空格容易产生混淆，便用 “·”代替空格表示０，后来小圆点逐渐演化为小圆
圈，成为今天我们使用的数字０。０～９这１０个数字加上位置准则，便构成一套
简洁而有效的计数系统。

“十进制计数法”在８世纪从印度传到阿拉伯国家，１３世纪从阿拉伯传到欧
洲，被欧洲人普遍接受，并称０～９这１０个数字为阿拉伯数字。 “十进制计数
法”的发明，对社会进步和科技创造起到了极大的推动作用，不少数学家、数

学史家、哲学家对此给予了高度的评价。比如，卡尔·马克思称赞它是 “人类

最妙的发明之一







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






”。

电子图书馆

［１］史宁中，孔凡哲“数学教师的素养”对话录 ［Ｊ］．人民教育，２００８（２１）

［２］曾小平，韩龙淑十进制计数法的数学本质与教学 ［Ｊ］．小学教学 （数学版），

２０１１（５）

“十进制计数法”包括 “十进位”和 “位值制”两条原则。

所谓 “十进位”，就是满十进一，即相邻两个计数单位之间的进率为十，１０
个一向十位进一，１０个十向百位进一，……；也就是说，百位上的１相当于１０
个十位上的１，十位上的１相当于１０个个位上的１。

所谓 “位值制”，就是同一个数字在不同数位上表示的数值不同，比如在

“２２”中，前一个２表示两个十，后一个２表示两个一。
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进制计数法

一般地，ｋ进制计数法的基本原理是：满ｋ向前一位进一，前一位借一到后
位当ｋ（见图１１－１）。比如，８进制数５４２（８）＝５×８

２＋４×８＋２×１＝３５４。

k4 k3 k2 k1 k0 �kE�A�"�

a

abcde= a × k4 + b × k3 + c × k2 + d × k1 + e × k0

b c d e �$kE�����k�

图１１－１

例　如果５２（ｋ）是２５（ｋ）的２倍，那么１２３（ｋ）化成十进制是多少？
解　由题意知５ｋ＋２＝２（２ｋ＋５），解得ｋ＝８。
那么１２３（ｋ）＝１２３（８）＝１×８

２＋２×８＋３＝８３。
有时候会遇到不同进位制之间的转换，基本的思路是：先转化为十进制数，

再看它包含的进位制的最高次数的个数，首先确定最高位的数；再依次确定后

面的数；当中间不足位时，补零占位


。

２命数
按照十进制计数法，我国是按 “四位一级”给自然数命名的，具体如下：

①自然数的前十个数给予单独的名称，即○、一、二、三、四、五、六、
七、八、九，对应的大写为零、壹、贰、叁、肆、伍、陆、柒、捌、玖，对应

的阿拉伯数字为０、１、２、３、４、５、６、７、８、９。
②按照 “满十进一”的原则规定计数单位，十个一叫作十，十个十叫作百，

十个百叫作千，十个千叫作万，十个万叫作十万，十个十万叫作百万，十个百

万叫作千万，十个千万叫作亿，十个亿叫作十亿，依次为百亿、千亿、

兆，……。十、百、千、万、亿的大写分别为拾、佰、仟、万、亿。其中，个、

十、百、千为个级；万、十万、百万、千万为万级；之后依次为亿级；……。

③其他自然数的命名，由前十个数和计数单位组合而成。写数的时候，各
计数单位对应写上数字。比如，一个自然数由三个千万、两个十万、九个千、

三个百、四个一构成，写作：３０２０９３０４，读作：三千零二十万九千三百零四。
如果一个自然数由四个千亿三个亿三个百构成，写作：４００３０００００３００，读作：四
千零三亿零三百。数位分级与计数见表１１－１。
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表１１－１　数位分级与计数

级名 亿级 万级 个级

计数

单位
… 兆

千
亿

百
亿

十
亿

亿
千
万

百
万

十
万

万 千 百 十 个

… ３ ０ ２ ０ ９ ３ ０ ４

４ ０ ０ ３ ０ ０ ０ ０ ０ ３ ０ ０

����
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十进制计数法的教学

在小学数学中，计数单位是随着认识数的范围扩大而逐渐出现的。教学需

要经历以下几个过程：

（１）借助计数工具 （计数器、小棒和方块等），让学生学会十个十个地数、

百个百个地数，……，在此过程中领悟十个一是一个十、十个十是一个百、十

个百是一个千，……，逐渐领悟十、百、千、万等计数单位；

（２）练习数数，从８９数到１１０，先借助计数工具数，再逐渐脱离计数工具
数，体会计数单位百的含义；

（３）数更大的数，从８９０数到１１００，先借助方块 （也可以画方块）数数，

再逐渐脱离方块数数，体会计数单位千的含义；

（４）在理解多位数含义的基础上，理解相邻计数单位的进率是十，这样的
计数方法就是十进制计数法


。

３读数
按照我国的传统习惯，我们这样读数。

（１）不含０的数。
从低位到高位进行四位分级，然后从高位起，顺次读出各级里的数和它们

的级名。例如，３８５２４读作：三万八千五百二十四，１４５９６４７５３１读作：十四亿五
千九百六十四万七千五百三十一。

（２）含有０的数。
从低位到高位进行四位分级，然后从高位起，顺次读出各级里的数和它们

的级名，每一级中间的０只读一次，每一级末尾的０不读。例如，３５００读作：
三千五百，４０３０１０读作：四十万三千零一十，８０３０７００１读作：八千零三十万七
千零一，５０４００３０５００读作：五十亿四千零三万零五百。
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电子图书馆

［１］石国宁孙大圣的金箍棒：自然数１［Ｍ］／／赵之，黄天祥科学夜谭北京：中

国青年出版社，１９８８：６３－６４

［２］薛吉辰有趣的数字 “七”［Ｊ］．知识就是力量，２００６（９）

［３］谈祥柏无处不在的５［Ｊ］．天下之奇，１９８２（１）

１２　自然数的运算

?学习目标
１掌握自然数四则运算的含义、运算性质和运算方法；
２理解四则运算之间的关系和运算顺序；
３了解带余除法的含义和运算符号的起源。

１２１　加法

１定义
有限集合Ａ的基数为自然数 ａ，有限集合 Ｂ的基数为自然数 ｂ，且 Ａ∩Ｂ＝

，集合Ａ与Ｂ的并集Ａ∪Ｂ的基数为ｃ，那么ｃ叫作ａ与ｂ的和。记作：ａ＋ｂ＝
ｃ；读作：ａ加ｂ等于 ｃ；其中，ａ与 ｂ叫作加数，ｃ叫作和，符号 “＋”叫作
加号。

比如，自然数３代表集合 Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝的基数，自然数２代表集合 Ｂ＝
｛ｄ，ｅ｝的基数，其中 ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ互不相同。３＋２代表 Ａ∪Ｂ＝ ｛ａ，ｂ，ｃ，
ｄ，ｅ｝的基数，因为集合 ｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ｝的基数为５，所以３＋２＝５。

通俗地说，求两个数和的运算叫作加法。有时候，我们也说，把两个数合

并成一个数的运算叫作加法。

����
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加法的意义

在小学数学里，将加法定义为把两个数 （有时也指多个数）合并成一个数

的数学运算，其含义是合并和求和。加法的基本意义是表示聚合，并由聚合延

伸出比较。
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　　①聚合
例如，小明有５颗玻璃珠，小强有４颗玻璃珠，小明和小强一共有几颗玻璃珠？
②比较
例如，小明有５颗玻璃珠，小强比小明多４颗玻璃珠，小强有几颗玻璃珠


？

２运算性质
加法交换律　两个数相加，交换加数的位置，它们的和不变。即 ａ＋ｂ＝

ｂ＋ａ。
加法结合律　三个数相加，先把前两个数相加，再加第三个数，或者先把

后两个数相加，再加第一个数，它们的结果不变。即 （ａ＋ｂ） ＋ｃ＝ａ＋ （ｂ＋
ｃ）。

拓展１　若干个数相加，任意交换加数的位置，或者先把其中任意几个加数
作为一组加起来，再与其他加数相加，它们的和不变。

拓展２　若干个数的和加若干个数的和，可以先把第一个和中的数分别加第

二个和中的数，再把所得的和加起来。就是∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
（ａｉ＋ｂｉ）。

和不变的性质　两个数相加，其中一个加数加上某个数，另一个加数减去
相应的数，和仍然不变。用数学语言表示是：若 ａ＋ｂ＝ｃ，那么 （ａ±ｍ） ＋
（ｂｍ） ＝ｃ。

在小学阶段，我们也可以直观地理解加法交换律和加法结合律。如图１２－
１所示，第一排的５个石子，从左向右数，就是３＋２＝５；而从右向左数，就是
２＋３＝５，可见，最终结果与数数顺序无关，因而得到３＋２＝２＋３。再如，第二
排石子，从左往右数就是 ３＋２＋１＝６，从右往左数就是 １＋２＋３＝６，可见
（３＋２）＋１＝３＋（２＋１），这就是加法结合律。

图１２－１

如果把 “和不变的性质”作为基础，可以证明加法交换律和结合律。比如，

要证明１５＋１２＝１２＋１５，根据和不变的性质，有１５＋１２＝ （１５－３） ＋ （１２＋
３） ＝１２＋１５。对于结合律，（ａ＋ｂ） ＋ｃ＝ａ＋（ｂ＋ｃ），只需要把 （ａ＋ｂ）和 ｃ
看作两个数，那么根据 “和不变的性质”，有 （ａ＋ｂ） ＋ｃ＝（ａ＋ｂ－ｂ） ＋（ｂ＋
ｃ） ＝ａ＋（ｂ＋ｃ）。
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更为重要的是，在进行加法运算时，使用 “和不变的性质”先凑整再计算，

可以使加法运算更加简便。比如，下列计算：

　２３５＋１８９
＝（２３５－１１） ＋（１８９＋１１）
＝２２４＋２００
＝４２４。
３运算方法
（１）表内加法。
加法就是数数，而且顺着数数。比如，３＋２就是在３的基础上再数两个数

４、５，得到３＋２＝５。当然也可以在２的基础上数三个数３、４、５；还可以合并
起来，先数３个再数２个，即１、２、３、４、５，得到３＋２＝５。

把几加几的结果整理成表和口诀，就成为加法表和加法口诀 （见图１２－
２），它和乘法口诀一样，是进行运算的基本结论和工具。

1
1 1+1=2
2+1=3 2+2=4
3+1=4 3+2=5 3+3=6
4+1=5 4+2=6 4+3=7 4+4=8
5+1=6 5+2=7 5+3=8 5+4=9 5+5=10
6+1=7 6+2=8 6+3=9 6+4=10 6+5=11 6+6=12
7+1=8 7+2=9 7+3=10 7+4=11 7+5=12 7+6=13 7+7=14
8+1=9 8+2=10 8+3=11 8+4=12 8+5=13 8+6=14 8+7=15 8+8=16
9+1=10 9+2=11 9+3=12 9+4=13 9+5=14 9+6=15 9+7=16 9+8=17 9+9=18

2
3
4
5

6
7
8

9

2 3 4 5 6 7 8 9

图１２－２　加法口诀表

通常，数学上将加法口诀表中包含的加法称作表内加法。比如，要计算５＋
９，可以根据加法交换律，得到５＋９＝９＋５，再根据加法口诀表中的９＋５＝１４，
就得到５＋９＝１４。

（２）表外加法。
数学上，把不在加法口诀表之内的自然数加法叫作表外加法，主要是指多

位数加多位数 （含一位数）。对于这类加法，通常把两个加数写成十进制和的形

式，按照拓展性质２，转化为一位数加一位数进行运算。
当两个加数的同位数字相加不超过１０时，其结果是同位数字上的数分别相

加的结果。

当两个加数的同位数字相加超过１０时，要遵守 “满十进一”的原则，结果
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第１章　自然数与整数

向前进位 （前一位相当于加上一），而把余下的数字作为同位数字相加的结果。

这类加法叫作进位加法。比如：

　４３２５＋６７８
＝（４×１０３＋３×１０２＋２×１０１＋５） ＋（６×１０２＋７×１０１＋８）
＝４×１０３＋（３＋６） ×１０２＋（２＋７） ×１０１＋（５＋８）
＝４×１０３＋９×１０２＋９×１０１＋１３
＝４×１０３＋９×１０２＋（９＋１） ×１０１＋３
＝４×１０３＋９×１０２＋１０×１０１＋３
＝４×１０３＋（９＋１） ×１０２＋０×１０１＋３
＝４×１０３＋１０×１０２＋０×１０１＋３
＝（４＋１） ×１０３＋０×１０２＋０×１０１＋３
＝５００３。
用竖式书写是：

4  3  2  5
    6  7  8
5  0  0  3

+ 111

１２２　减法

１定义
设有两个集合Ａ、Ｂ，且满足ＢＡ，其中集合Ａ的基数为自然数ａ，集合 Ｂ

的基数为自然数ｂ，集合Ａ与Ｂ的差集的基数定义为ａ－ｂ。也就是说，自然数ａ
与ｂ相减的差ａ－ｂ，是指ａ与ｂ代表的集合Ａ与Ｂ的差集Ａ－Ｂ的基数。

比如，自然数３代表集合 Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝的基数，自然数２代表集合 Ｂ＝
｛ａ，ｂ｝的基数，３－２表示 Ａ－Ｂ＝ ｛ｃ｝的基数，因为集合 ｛ｃ｝的基数为１，
所以３－２＝１。

在数学上，一般借助加法来定义减法。已知两个数 ａ和 ｂ，求一个数 ｃ，使
得ｃ与ｂ的和等于ａ，这种运算叫作减法。记作：ａ－ｂ＝ｃ；读作：ａ减ｂ等于ｃ。
其中，ａ叫作被减数，ｂ叫作减数，ｃ叫作ａ与ｂ的差，符号 “－”叫作减号。

����


减法的意义

在小学数学里，将减法定义为从一个大数中去掉一个小数而剩下的数的数

学运算，其含义是相减和求差。减法的基本意义是分离，并由分离延伸出比较。

５１



 小学数学研究

①分离
例如，小强有６颗玻璃珠，他给了小明４颗，还剩下几颗？
②比较
比较有两种情形。一种是二者已知，求比较结果是多少。比如，小强有９

颗玻璃珠，小明有５颗玻璃珠，小强比小明多几颗玻璃珠？另一种是，已知其
中之一和比较结果，求另一个量。比如，小强有９颗玻璃珠，小明比他少４颗，
小明有几颗玻璃珠


？

需要说明的是，在自然数范围内，减法不一定总可以进行，也就是差不一

定存在。比如，在自然数范围内，３－５就不能进行。但是，如果差存在，那么
差一定唯一。也就是，如果 ａ－ｂ＝ｘ，且 ａ－ｂ＝ｙ，那么 ｘ＝ｙ。下面证明这个
结论。

证明　如果ｘ
%

ｙ，那么必有ｘ＞ｙ或者ｘ＜ｙ之一成立。不妨设ｘ＞ｙ，那么必
然存在Δ＞０，使得ｘ＝ｙ＋Δ。

由减法的定义，ａ＝ｂ＋ｘ，且ａ＝ｂ＋ｙ，由ａ＝ｂ＋ｘ＝ｂ＋（ｙ＋Δ） ＝ｂ＋ｙ＋
Δ＝ａ＋Δ。根据自然数的含义，ａ＝ａ＋Δ是不可能成立的。

由减法的定义，可以得到下面两个推论：

推论１　某数减去一个数，再加上同一个数，仍得原数。就是 （ａ－ｂ） ＋
ｂ＝ａ。

证明　设ａ－ｂ＝ｃ，那么ｂ＋ｃ＝ａ。于是 （ａ－ｂ） ＋ｂ＝ｃ＋ｂ＝ｂ＋ｃ＝ａ。
推论２　某数加上一个数，再减去同一个数，仍得原数。就是 （ａ＋ｂ） －

ｂ＝ａ。
证明　设ａ＋ｂ＝ｃ，那么ｃ－ｂ＝ａ。于是 （ａ＋ｂ） －ｂ＝ｃ－ｂ＝ａ。
２运算性质
性质１　一个数减去两个数的和，等于从这个数中依次减去和里的每一个加

数。即ａ－（ｂ＋ｃ） ＝ａ－ｂ－ｃ。
性质２　一个数减去两个数的差，等于这个数先加上差里的减数，再减去差

里的被减数，或者等于先减去差里的被减数，再加上差里的减数。即 ａ－ （ｂ－
ｃ） ＝ａ＋ｃ－ｂ＝ａ－ｂ＋ｃ。

性质３　若干个数的和减去若干个数的和，等于第一个和中的各个加数，分

别减去第二个和中的加数，再把所得的差加起来。即∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ－∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
（ａｉ－ｂｉ）。

差不变的性质　被减数和减数同时加上或减去一个数，其差不变。即若ａ－
ｂ＝ｃ，那么 （ａ±ｍ） －（ｂ±ｍ） ＝ｃ。
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如果把 “差不变的性质”作为基础，可以推导 “去括号”法则。比如，要

计算ａ－（ｂ－ｃ），可以在被减数和减数同时加上ｃ，得到 ａ＋ｃ－（ｂ－ｃ＋ｃ） ＝
ａ＋ｃ－ｂ＝ａ－ｂ＋ｃ。

类似地，读者可以推导ａ＋（ｂ－ｃ） ＝ａ＋ｂ－ｃ。
此外，我们在进行减法的简便运算时，常常使用差不变的性质先凑整再计

算。比如，计算２３５－１８９＝（２３５＋１１） －（１８９＋１１） ＝２４６－２００＝４６。再如，
计算４５６－２０５＝（４５６－５） －（２０５－５） ＝４５１－２００＝２５１。
３运算方法
（１）表内减法。
计算减法最初级的方法是 “倒着数数”。比如，要计算８－３，就向８前面数

３个数，依次为７、６、５，结果就是５，因此８－３＝５。
但在数学上是根据加法口诀表来计算表内减法的，所以这类减法又称为表

内减法。比如，要计算８－５，可以根据加法口诀表中的口诀 “５＋３＝８”，得出
８－５＝３。再如，要计算１５－８，可以根据口诀 “８＋７＝１５”，得出１５－８＝７。

（２）表外减法。
当数字很大时，我们一个一个地数数，需要花很长时间，也不可能用加法

口诀表进行计算。于是人们便发明了笔算减法，其本质是十进制计数法的 “位

值原理”。

当减数同数位上的数字小于或等于被减数时，其差是同位数字上的数分别

相减的结果。

当减数同位上的数大于被减数的数时，要遵守 “借一当十”的原则向前借

位 （前一位相当于减去一，后一位相当于加上十），而把余下的数作为同位数字

相加的结果。这种减法被称为退位减法。比如：

　３５－１８
＝（３×１０＋５） －（１×１０＋８）
＝（３－１） ×１０＋５－８
＝（３－１－１） ×１０＋（１０＋５－８）
＝１×１０＋（１５－８）
＝１×１０＋７
＝１７。
用竖式书写是

　　３　５　
－　１　８　
　　１　７　
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 小学数学研究

读者可以仿照上述方式，进行三位数以及更多位数的减法的计算原理的推

导。读者也不难发现，退位减法比不退位减法要难很多，这正是学生在学习退

位减法时常出现问题的原因之一










。

电子图书馆

王海娇，郜舒竹加、减竖式如何教 ［Ｊ］．教学月刊 （小学版·数学），２０１２（３）

１２３　乘法

１定义
集合Ａ与集合Ｂ的笛卡儿集 （Ａ×Ｂ）定义为 Ａ×Ｂ＝ ｛（ａ，ｂ） ｜ａ∈Ａ，

ｂ∈Ｂ｝。也就是说，从集合 Ａ与 Ｂ中各取出一个元素，构成有序数对 （ａ，ｂ），
Ａ×Ｂ就是有序数对构成的集合。

例如，集合Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ｝与集合 Ｂ＝ ｛ｘ，ｙ｝构成的笛卡儿集 Ａ×Ｂ＝
｛（ａ，ｘ），（ａ，ｙ），（ｂ，ｘ），（ｂ，ｙ），（ｃ，ｘ），（ｃ，ｙ）｝。注意到集合 Ａ、Ｂ、
Ａ×Ｂ的基数分别为３、２、６，因此，定义３×２＝６。

一般地，自然数ａ乘自然数ｂ的结果ａ×ｂ是指基数为ａ的集合 Ａ和基数为
ｂ的集合Ｂ构成的笛卡儿集 Ａ×Ｂ的基数。在集合 Ａ与 Ｂ为有限集的情况下，
Ａ×Ｂ也为有限集。这也就是说，两个自然数的乘积仍为自然数。

一般情况下，我们用加法来定义自然数的乘法。ｂ个相同加数 ａ的和 ｃ叫作

ａ与ｂ的积。就是ｃ＝ａ＋ａ＋…＋

     

ａ
ｂ个ａ相加

。求两个数积的运算叫作乘法，记作：ａ×ｂ＝
ｃ，读作：ａ乘 ｂ等于 ｃ①。其中，ａ叫作被乘数，ｂ叫作乘数，ｃ叫作积，符号
“×”叫作乘号。乘号 “×”有时写作 “·”，在不引起混淆的情况下，可以省

略不写。

����


乘法的意义

乘法的意义是小学数学的重要知识点。学生通过实物和图片列出２＋２＋２＋
２＋２＝１０、３＋３＋３＋３＋３＋３＝１８等算式，明确这些算式都是相同加数自身连
加，式子比较长，为了便于书写，这两个算式简写成２×５＝１０和３×６＝１８。进
而理解 “×”的意义，并且乘号前面的数是加数，乘号后面的数表示加数的个
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第１章　自然数与整数

数，两种算式的运算结果相同。

初步认识乘法时，需要进行乘法算式与加法算式的相互转化。然而，对于

４＋４＋６＋２能否用乘法表示，这类问题并没有统一答案，只要言之有理即可。
小学生可能会回答 “不能，因为加数不同”；也可能会回答 “可以，把６＋２转
化为４＋４，原算式可以用乘法算式４×４表示”。这两种回答都有道理，都算
正确


。

由乘法的定义可知，乘法的本质是相同加数的自身连加。因为在自然数范

围内，加法是封闭的，结果是唯一的。所以，在自然数范围内，乘法是封闭的，

结果也是唯一的。

２运算性质
交换律　两个数相乘，交换乘数的位置，乘积不变。即ａ×ｂ＝ｂ×ａ。
证明　设Ａ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘ{ }ａ 和Ｂ＝ ｙ１，ｙ２，…，ｙ{ }ｂ，那么有

Ａ×Ｂ＝

（ｘ１，ｙ１），（ｘ１，ｙ２），…，（ｘ１，ｙｂ）

（ｘ２，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘ２，ｙｂ）

…

（ｘａ，ｙ１），（ｘａ，ｙ２），…，（ｘａ，ｙｂ




















）

，

Ｂ×Ａ＝

（ｙ１，ｘ１），（ｙ１，ｘ２），…，（ｙ１，ｘａ）

（ｙ２，ｘ１），（ｙ２，ｘ２），…，（ｙ２，ｘａ）

…

（ｙｂ，ｘ１），（ｙｂ，ｘ２），…，（ｙｂ，ｘａ




















）

。

上述两个集合的元素个数相等，那么‖Ａ×Ｂ‖＝‖Ｂ×Ａ‖，进而有 ａ×ｂ＝
ｂ×ａ。

结合律　三个数相乘，先把前两个数相乘，再与第三个数相乘，或者先把
后两个数相乘，再与第一个数相乘，它们的积不变。即 （ａｂ）ｃ＝ａ（ｂｃ）。

ａ×（ｂ×ｃ）
＝ａ（ｂ＋ｂ＋…＋ｂ

     

）
ｃ个ｂ相加

＝ａｂ＋ａｂ＋…＋

     

ａｂ
ｃ个ａｂ相加

（注：这一步用到乘法分配律）

＝（ａ×ｂ） ×ｃ。
分配律　两个数的和与一个数相乘的积，等于和里的每一个加数与这个数

相乘，再把所得的积加起来。即 （ａ＋ｂ）ｃ＝ａｃ＋ｂｃ。
证明　 （ａ＋ｂ） ×ｃ

９１
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＝（ａ＋ｂ） ＋（ａ＋ｂ） ＋…＋（ａ＋ｂ

               

）
ｃ个（ａ＋ｂ）相加

＝ａ＋ａ＋…＋

     

ａ
ｃ个ａ相加

＋ｂ＋ｂ＋…＋

     

ｂ
ｃ个ｂ相加

＝ａ×ｃ＋ｂ×ｃ。
乘法分配律的另一形式是：两个数的差与一个数相乘的积，等于被减数与

减数分别与这个数相乘，再把所得的积相减。即 （ａ－ｂ）ｃ＝ａｃ－ｂｃ。
拓展１　若干个数的和与一个数相乘的积，等于和中的每一个加数与这个数

相乘，再把所得的积加起来。即

（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ） ×ｂ＝ａ１×ｂ＋ａ２×ｂ＋…＋ａｎ×ｂ。
拓展２　若干个数的和与若干个数的和相乘，等于第一个和里的每一个加数

与第二个和里的每一个加数相乘，再把所得的积加起来。即

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ×∑

ｍ

ｊ＝１
ｂｊ＝∑

ｍ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ
ａ( )ｉｂｊ＝∑

ｍ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｂ( )ｊ。

积不变的性质　两个数相乘，其中一个乘数扩大某个倍数，另一个乘数缩
小相同倍数，乘积不变。即：若ａ×ｂ＝ｃ，那么 （ａ×ｍ） ×（ｂ÷ｍ） ＝ｃ。

如果以 “积不变的性质”为基础，可以证明乘法交换律和结合律 （请读者

自行完成）。此外，我们在进行乘法的简便运算时，常常使用积不变的性质先凑

整再计算。

比如，计算１２５×３２，因为１２５×８＝１０００，故需将１２５扩大８倍变为１０００，
相应地，３２应该缩小８倍，于是１２５×３２＝ （１２５×８） × （３２÷８） ＝１０００×
４＝４０００。

值得注意的是，“反比例”“反比例函数”和 “小数乘法”的基础，就是乘

法 “积不变的性质”。

３运算方法
（１）表内乘法。
关于乘法的运算，当数字比较小时，可以借助加法来计算。比如４×６＝４＋

４＋４＋４＋４＋４＝２４，用得多了，便成为口诀 “四六二十四”。所有一位数乘一

位数的结果，汇编成乘法口诀，就是我们通常说的 “九九乘法表”（见图１２－
３）。

０２
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1×9=9 2×9=18 3×9=27 4×9=36 5×9=45 6×9=54 7×9=63 8×9=72 9×9=81
1×8=8 2×8=16 3×8=24 4×8=32 5×8=40 6×8=48 7×8=56 8×8=64

1×7=7 2×7=14 3×7=21 4×7=28 5×7=35 6×7=42 7×7=49

1×6=6 2×6=12 3×6=18 4×6=24 5×6=30 6×6=36

1×5=5 2×5=10 3×5=15 4×5=20 5×5=25

1×4=4 2×4=8 3×4=12 4×4=16

1×3=3 2×3=6 3×3=9

1×2=2 2×2=4

1×1=1

图１２－３　乘法口诀表

　　（２）表外乘法。
①多位数乘一位数
将多位数用十进制计数法表示，转化为若干个数的和乘一位数，再根据乘

法分配律计算。比如

３５８×６
＝（３×１００＋５×１０＋８） ×６
＝３×６×１００＋５×６×１０＋８×６
＝１８×１００＋３０×１０＋４８
＝１８００＋３００＋４８
＝２１４８。
②多位数乘整十 （百、千）的数

将整十 （百、千）的数用十进制计数法表示，转化为多位数乘一位数，再

乘十 （百、千等）。

③多位数乘多位数
将第二个乘数用十进制和表示，再利用乘法分配律转化为前两类运算来计

算。比如

３５８×４２６
＝３５８×（４×１０２＋２×１０＋６）
＝３５８×４×１０２＋３５８×２×１０＋３５８×６
＝１４３２００＋７１６０＋２１４８
＝１５２５０８。
用竖式书写是

１２
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×
3   5   8
4   2   6

2   1   4   8
7   1   6

1   4   3   2
1   5   2   5   0   8























电子图书馆

［１］曾小平，韩龙淑让学生经历知识的形成过程：以 “乘法分配律”的教学为例

［Ｊ］．教学月刊 （小学版·数学），２０１２（３）
［２］曾小平，韩龙淑多位数乘法的算法、算理与教学 ［Ｊ］．小学教学 （数学版），

２０１１（１０）
［３］郜舒竹为何 “探究不出来”：兼谈教学难点的分析方法 ［Ｊ］．人民教育，２００９

（８）

１２４　除法

１定义
在数学上，一般借助乘法来定义除法。已知两个数 ａ和 ｂ，求一个数 ｑ，使

得ｂ×ｑ＝ａ，这种运算叫作除法。记作：ａ÷ｂ＝ｑ；读作：ａ除以ｂ等于ｑ；也可
以读作：ｂ除ａ等于ｑ（注意：“除以”与 “除”的含义不用）。其中，ａ叫作被
除数，ｂ叫作除数，ｑ叫作ａ除以ｂ的商，符号 “÷”叫作除号。

除法可以表示 “平均分”，ａ÷ｂ＝ｑ就表示 “将 ａ个物体平均分成 ｂ份，每
一份为ｑ个”。如果我们把乘法定义为 “连加”，那么除法可以理解为 “连减”。

即ａ÷ｂ＝ｑ可以理解为ａ－ｂ－ｂ－…－

     

ｂ
ｑ个ｂ

＝０。

����


除法的意义

小学中的除法常被分为 “等分除”和 “包含除”两种基本类型，其实就是

除法的两种基本模型，要在学生动手分物体的基础上进行理解。

比如，等分除，“把６根小棒平均分给３个小朋友，每人分得几根？”可以
用除法算式 “６÷３＝２”表示，其中结果２表示每人分得两根。

再如，包含除，“有１２本书，４本书捆成一捆，可以捆成几捆？”可以用除
法算式 “１２÷４＝３”表示，其中结果３表示可以捆成三捆。

其实，一个算式就是一个故事，借助典型的故事，有助于学生更好地理解

抽象的算式


。
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第１章　自然数与整数

需要说明的是，在自然数范围内，除法不一定总可以进行，也就是商不一

定存在。比如，在自然数范围内，３÷５就不能进行。但是，如果商存在，那么
商一定唯一。也就是，如果ａ÷ｂ＝ｘ，且ａ÷ｂ＝ｙ，那么ｘ＝ｙ。（证明留做练习）

由除法的定义，可以得到下面两个推论：

推论１　某数除以一个数，再乘同一个数，仍得原数。就是 （ａ÷ｂ） ×ｂ＝ａ。
证明　设ａ÷ｂ＝ｃ，那么ｂ×ｃ＝ａ，于是 （ａ÷ｂ） ×ｂ＝ｃ×ｂ＝ｂ×ｃ＝ａ。
推论２　某数乘一个数，再除以同一个数，仍得原数。就是 （ａ×ｂ） ÷ｂ＝ａ。

（证明由读者自行完成）

２运算性质
性质１　一个数除以两个数的积，等于这个数依次除以积里的每一个乘数。

即ａ÷（ｂ×ｃ） ＝ａ÷ｂ÷ｃ。
性质２　一个数除以两个数的商，等于这个数先乘商里的除数，再除以商里

的被除数，或者等于先除以商里的被除数，再乘商里的除数。即ａ÷（ｂ÷ｃ） ＝
ａ×ｃ÷ｂ＝ａ÷ｂ×ｃ。

性质３　若干个数的和除以一个数，等于和里的每一个数除以这个数，再把

所得的商加起来。① 即 ∑
ｎ

ｉ＝１
ａ( )ｉ ÷ｂ＝∑

ｎ

ｉ＝１
（ａｉ÷ｂ）。

商不变的性质　两个数相除，被除数和除数同时扩大或者缩小相同的倍数，
商仍然不变。即若ａ÷ｂ＝ｃ，那么 （ａ×ｍ） ÷（ｂ×ｍ） ＝ｃ。

如果把 “商不变的性质”作为基础，可以推导去括号法则。比如，对于ａ÷
（ｂ÷ｃ） ＝（ａ×ｃ） ÷（ｂ÷ｃ×ｃ） ＝ａ×ｃ÷ｂ＝ａ÷ｂ×ｃ。

此外，我们在进行除法的简便运算时，常常使用 “商不变的性质”先凑整

再计算。

����


商不变的性质

“商不变的性质”在小学阶段非常重要。 “分数的基本性质” “分数除法”

“比的基本性质”“正比例”“正比例函数”和 “小数除法”的基本原理，基础

都是除法 “商不变的性质”。比如，计算分数除法：

ｂ
ａ÷

ｄ
ｃ＝

ｂ
ａ×

ｃ( )ｄ ÷ ｄ
ｃ×

ｃ( )ｄ ＝ ｂ
ａ×

ｃ( )ｄ ÷１＝ｂａ×
ｃ
ｄ＝
ｂｃ
ａｄ



。

３２

① 这条性质可以看作除法满足分配律。
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３运算方法
（１）表内除法。
简单的除法可以根据乘法口诀表，逆用口诀来计算。比如，要计算８÷２，

可以根据２×４＝８，得出８÷２＝４。再如，要计算１５÷５，可以根据３×５＝１５，
得出１５÷５＝３。这类除法，数学上叫作表内除法。

（２）表外除法。
不能逆用乘法口诀表中的口诀进行计算的除法，叫作表外除法。表外除法

的被除数或者除数比较大，计算时对被除数进行分解，将除法算式转化为多个

数的和除以一个数，再根据性质３进行计算。如果某一位不能整除，则自动向
下一位转移，除到哪位，商到哪位。比如

３５１÷３
＝（３００＋５０＋１） ÷３
＝（３００＋３０＋２１） ÷３
＝３００÷３＋３０÷３＋２１÷３
＝１００＋１０＋７
＝１１７。
用竖式书写是

3   5   1
3
    5
    3
    2   1
    2   1
         0

3
1   1   7

����


除法试商

小学生在学习除数是两位数的除法竖式时，试商是一个比较困难的事情。

一般采用 “四舍五入法”进行试商，通常有以下几种情况：①除数是整十数；
②除数接近整十数；③借助口算可以完成的；④商中有 ０的；⑤商的末位有
０的

。
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
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
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

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电子图书馆

［１］郜舒竹回眸历史看竖式 ［Ｊ］．教学月刊 （小学版·数学），２０１３（６）

［２］曾小平，韩龙淑 除法竖式的发展与教学 ［Ｊ］．小学教学 （数学版），２０１１

（１１）

［３］曾小平，刘长红除法竖式：学生为何从高位算起 ［Ｊ］．小学教学 （数学版），

２０１４（３）

４带余除法
在做除法时，有时候得不到整数商。比如，５３÷８，就没办法找到一个整数

乘８等于５３。
但是能够找到一个整数６，使得８×６＝４８＜５３，而８×（６＋１） ＝５６＞５３。

从而，我们可以找到５３÷８的最大商为６，并且５３减去８×６还余下５，就是
５３＝８×６＋５。

定义　已知两个自然数ａ和ｂ（ｂ≠０），要求两个自然数ｑ和ｒ，使得ａ＝ｂ×
ｑ＋ｒ，并且０＜ｒ＜ｂ，这样的除法运算叫作带余除法。其中，ａ叫作被除数，ｂ叫
作除数，ｑ叫作不完全商 （简称商），ｒ叫作余数。一般记作：ａ÷ｂ＝ｑ（余 ｒ）
或者ａ÷ｂ＝ｑ……ｒ；读作：ａ除以ｂ等于ｑ余ｒ。

如果允许ｒ＝０，那么此时的除法就是我们前面讲的除法 （通常称为整除）。

对于带余除法，基本的结论是：商和余数存在且唯一。

����


带余除法的教学

带余除法的教学，可以按照 “实物—表象—符号—关系”的程序，让学生

能较深刻地理解它的基本含义。

１实物
分豆子游戏：教师发给学生７颗豆子和３个盘子，让学生把豆子分到盘子

里。活动要求：每个盘子分到的豆子一样多；剩下的豆子尽可能少。学生有很

多方法：①一颗一颗地放，到最后剩下一颗；②两颗两颗地放，剩下一颗；
③三颗三颗地放，最后发现不行，再调整。
２表象
这一阶段，学生有两种学习形式：①脑袋里面回想着刚才分豆子的操作过

程，最后得到每个盘子放 ２颗，还剩下一颗；②画出图像，用图像表示结果
（见图１２－４）。
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　　３符号
用除法式子表示分豆子的结果，有横式和竖式两种形式。

7    ÷    3  =  2  ……  1
7
6
1

�( 1�

,��A��NB�����A�,E/

��,B����,�������L�

>L� L� � ��

���

����

3
2

图１２－４

４关系
将除法算式用其他形式表示，比如７＝３×２＋１（０＜１＜３）。对此一般化，

得到带余除法的运算规则：被除数＝除数×商＋余数 （０＜余数＜除数



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




）。

电子图书馆

［１］戎松魁理解 “有余数除法定义”是找到 “到底错在哪一步”的关键 ［Ｊ］．中小

学数学 （小学版），２０１２（７－８）

［２］蔡金法小学数学教师的专业素养：以如何上好一堂课的视角来探讨 ［Ｊ］．小学

教学 （数学版），２０１４（７－８）

１２５　混合运算

在一个算式里，如果有两种或者两种以上的运算，通常称为混合运算。加、

减、乘、除的混合运算，又称为四则混合运算。

在四则混合运算中，将加法和减法看作一级运算，乘法和除法看作二级运

算。混合运算的具体运算顺序如下：

（１）在没有括号的算式中，如果为同一级运算，则从左向右依次进行运算；
如果为混合运算，则先算乘除，后算加减。

（２）在有括号的算式中，先算括号里面的，再算括号外面的；如果有多种括号，
先算小括号里面的算式，再算中括号里面的算式，最后算大括号里面的算式。

从上述两条运算规则可以看出：括号是用来改变运算顺序的。通常的括号

６２
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有小括号，又叫圆括号，记作 （　　）；中括号，又叫方括号，记作 ［　　］；
大括号，又叫花括号，记作 ｛　　｝。

对于为何 “先算乘与除，后算加与减”？这是一条规定，其合理性在于：

①如果依次运算，３＋２×４就会和 （３＋２） ×４结果相同，违背了追求简洁的原
则；②如果把乘还原为加，统一为同一种运算，应该是３＋２＋２＋２＋２＝１１，与
“先乘除后加减”结果一致。


	��


运算律与运算顺序

运算律是指定义在某个集合中的一种运算具备的性质。比如乘法交换律

ａｂ＝ｂａ，当ａ、ｂ定义在自然数、整数、有理数、实数等集合上时，具备交换律
的性质，而当ａ、ｂ定义在矩阵的集合上时，不具备交换律的性质。

一个算式中涉及多个运算时，必须规定先进行哪些运算，后进行哪些运算，

这就是运算顺序。如果没有运算顺序，随机选择运算，可能会造成运算结果的

不一致，影响数学运算结果的确定性


。
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运算符号的起源

运算符号是从 １５世纪开始才逐渐使用的。１４８９年，德国数学家魏德曼
（ＪｏｈａｎｎＷｉｄｍａｎ）首先创造性地使用 “＋”表示加、“－”表示减。他把一条横
线和一条竖线合并在一起表示合并 （增加）的意思，从加号中去掉一条竖线，

表示拿去 （减少）的意思。

１６３１年，英国数学家鸥德莱 （ＷｉｌｌｉａｍＯｕｇｈｔｒｅｄ）使用 “×”表示乘。因为
乘法是特殊的加法，鸥德莱把加号 “＋”倾斜，用来表示乘。
１７世纪，瑞士学者拉恩 （ＪｏｈａｎｎＨｅｉｎｒｉｃｈ）使用 “÷”表示除以。因为除

以表示分开的意思，拉恩用一条竖线分开两个小圆点，形象地表示除以。

１６世纪，英国医生雷科达 （ＲｏｂｅｒｔＲｅｃｏｒｄｅＲａｈｎ）认为，最能表示相等的
是一对平行线，他就用两条等长的线段 “＝”表示相等，这就是我们现在的
等号


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。

电子图书馆

［１］郜舒竹，刘莹，王智秋“估算”在数学课程中的矛盾分析 ［Ｊ］．课程·教材·

教法，２０１３（１）

［２］郜舒竹，郑丽丽估算方法知多少 ［Ｊ］．教学月刊 （小学版·数学），２０１２（１０）
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１３　整数

?学习目标
１理解数学中负整数产生的原因，理解负整数的数学含义；
２掌握整数四则运算的法则，掌握整数的基本性质；
３了解０和１这两个特殊整数在数学上的意义。

１３１　负整数

我们知道，自然数集对减法运算不封闭。也就是说，在 Ｎ中，当 ａ≥ｂ时，
ａ－ｂ∈Ｎ；当ａ＜ｂ时，ａ－ｂＮ。为可保证减法的实现，我们需要引进负数①。
对任意一个非零的自然数ｎ，我们引进一个数－ｎ与之对应，满足ｎ＋（－ｎ） ＝
（－ｎ） ＋ｎ＝０，这里的－ｎ（ｎ∈Ｎ，ｎ≠０）叫作负整数。

其实，负数的产生经历了一个漫长的历史过程。中国人在 《九章算术》的

“方程”一章中，在解方程组时，因涉及小数减大数的情况，就引入了负数。之

后，汉代数学家刘徽 （约２２５—２９５），给出了正负数的加减法则，元代数学家朱
世杰给出正负数的乘除法则。这些数学成果后来经过印度传到阿拉伯，再从阿

拉伯传到欧洲。

负数在欧洲引起不小的震动，很多数学家都曾对负数表示过怀疑，也进行

了不少批判。比如，根据原有经验，大数除以小数的结果大于１，而有了负数之
后，４÷（－２） ＜１，这似乎难以接受。直到１７世纪，笛卡儿创立解析几何，
负数获得了几何解释和实际意义，负数才逐渐被数学界认可并使用。

����


负整数的意义

在小学范围内，我们怎样理解负整数的产生和性质呢？在非负数范围内，

我们没办法计算 ５－８，但可以尽量将它化简，即根据差不变的性质，得到
５－８＝０－３，把０－３看作一个新的数，简单记作－３。而原来在非负数范围内可
以进行的减法还按原来的方法进行，比如８－５＝３－０＝０＋３＝３。更一般的，数

８２

① Ｒ柯朗，Ｈ罗宾什么是数学 ［Ｍ］．左平，张饴慈，译上海：复旦大学出版社，
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第１章　自然数与整数

学上规定形如３（＝０＋３）、５（＝０＋５）这样的数叫作正数，形如 －３（＝０－
３）、－５（＝０－５）这样的数叫作负数，把正数、零和负数统称为有理数


。

１３２　整数运算

数学上，把正整数、零和负整数统称为整数。整数可以看作自然数中加入

负整数后，得到的一个更大的数集合。

在整数范围内，如何进行加减法运算呢？很容易，按照自然数的加减法进

行计算就可以了。比如，８＋ （－１３） ＝８＋ （０－１３） ＝８－１３＝０－５＝－５，
９－（－４） ＝９－（０－４） ＝９－０＋４＝１３，－７－（－５） ＝（０－７） －（０－５） ＝
０－７＋５＝５－７＝０－２＝－２。可以验证，在有理数范围内，加减法可以畅通无
阻地进行，加法交换律和结合律仍然成立。

在整数范围内，如何比较数的大小呢？数学上规定：如果 ａ－ｂ＞０，则 ａ＞
ｂ；如果ａ－ｂ＝０，则 ａ＝ｂ；如果 ａ－ｂ＜０，则 ａ＜ｂ。比如，因为 （－８） －
（－５） ＝－３＜０，所以－８＜－５。

����


负整数的大小比较

在小学阶段，要求不是特别严格，如果注意到 －８＝０－８、 －５＝０－５，因
为０－８＜０－５（被减数相同，减数越大，差越小），也可以得到－８＜－５。这对
学生来讲是比较容易接受的


。

在整数范围内，借助负整数的本质，可将整数乘法转化为自然数乘法来讨

论，而且该过程并不复杂 （但要事先规定：零乘任何整数都等于零）。为了论述

方便，我们用ａ，ｂ表示任意两个自然数，而用 －ａ， －ｂ表示任意两个负整数，
对任意两个非零整数相乘的四种情况分别介绍如下：

（１）正数×正数，仍然按照非负数的方式进行，即ａ×ｂ＝ａｂ；
（２）正数×负数，ａ×（－ｂ） ＝ａ×（０－ｂ） ＝ａ×０－ａ×ｂ＝０－ａｂ＝－ａｂ

（其中第二个等号成立的依据是乘法分配律，第四个等号成立的依据是负整数的

定义）；

（３）负数×正数，（－ａ） ×ｂ＝（０－ａ） ×ｂ＝０×ｂ－ａ×ｂ＝０－ａｂ＝－ａｂ；
（４）负数×负数，（－ａ） ×（－ｂ） ＝（０－ａ） ×（－ｂ） ＝０×（－ｂ） －

ａ×（－ｂ） ＝０－ａ（－ｂ） ＝－ａ（－ｂ） ＝－ （－ａｂ） ＝－ （０－ａｂ） ＝ａｂ－
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０＝ａｂ［其中，第五个等号成立依据 （２）中的结果，第六个和第七个等号成立
的依据是负整数的定义］。

为了便于运算，人们将整数乘法与自然数乘法建立联系，得到整数乘法的

计算法则：两个整数相乘，同号为正，异号为负，并把绝对值相乘；零乘任何

一个整数，结果为零。

整数加法和乘法的基本性质 （即对任何整数 ａ，ｂ和 ｃ都成立），见
表１３－１。

表１３－１　整数加法与乘法的基本性质

性质 加法 乘法

封闭性 ａ＋ｂ是整数 ａｂ是整数

结合律 ａ＋（ｂ＋ｃ） ＝（ａ＋ｂ） ＋ｃ ａ（ｂｃ） ＝（ａｂ）ｃ

交换律 ａ＋ｂ＝ｂ＋ａ ａｂ＝ｂａ

存在单位元 ａ＋０＝０＋ａ＝ａ ａ１＝１ａ＝ａ

存在逆元 ａ＋（－ａ） ＝（－ａ） ＋ａ＝０
整数集中，只有１或 －１关于乘法存

在单位元

分配律 — （ａ＋ｂ）ｃ＝ａｃ＋








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
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
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电子图书馆

［１］曾小平，石冶郝负数的本质与有理数乘法法则 ［Ｊ］．教学月刊 （中学版），２０１２

（１）

［２］柳笛数学家对负数大小关系认识的历史片段 ［Ｊ］．湖南教育，２００８（１）

［３］曾小平，涂荣豹基于数学规定的 “有理数乘法”教学 ［Ｊ］．中学数学教学参考，

２００９（１－２）

在整数范围内，如何进行除法运算呢？将除法看作乘法的逆运算，借助乘

法来计算除法。比如，要计算１８÷（－３），就想 （　） × （－３） ＝１８，因为
（－６） × （－３） ＝１８，所以１８÷ （－３） ＝－６。再如，要计算 （－５６） ÷
（－７），就想 （　） × （－７） ＝－５６，因为 （８） × （－７） ＝－５６，所以
（－５６） ÷（－７） ＝８。

为了便于运算，人们将整数除法与自然数除法建立联系，得到整数除法的

计算法则：两个整数相除，同号为正，异号为负，并把绝对值相除；零除以一

个不等于零的数，商为零；零除以零，没有意义。
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相反数与绝对值

只有符号不同的两个数，其中之一叫作另一个的相反数。有时也说这两个

数互为相反数。零的相反数是零。在数轴上，互为相反数的两个数表示的点，

到原点的距离相等。

在数轴上，某个数表示的点到原点的距离叫作这个数的绝对值。正数的绝

对值是它本身，负数的绝对值是它的相反数，零的绝对值是零。互为相反数的

两个数，绝对值相等


。

１３３　特殊整数

１整数０
第一个特殊整数是０。原来０不叫自然数，但是在１９９３年，《中华人民共和

国国家标准》 （ＧＢ３１００－３１０２－９３）第３１１页规定：０是自然数，表示一个也
没有。

把０纳入自然数也有很多好处：０与空集基数相对；０是加法的不变元，即
任何数加０还等于其本身；有了０才有相反数，为负数创造条件；０使减法更广
泛，出现２－２，４－４；０在１之前，高考填报零志愿 （提前录取）；出现０，产
生负整数，自然数扩充到整数。可见，０的实际意义还是比较丰富的。

为何规定 “０不能作除数”呢？理由有两个：①根据乘除互为逆运算，任
何数乘零都不等于一个非零数ａ，ａ÷０的商不存在，所以ａ÷０没有意义；②根
据包含除，ａ中包含多少个０呢？即ａ－０－０－…

     

－０
多少个０呢？

＝０，答案未知。

自然数扩充到整数后，０的意义也更加丰富了；０不再是最小的数了，而是
成为正负数的分界点，正整数比它大，负整数比它小。同时，０也成为正整数和
负整数这对矛盾统一体彼此转化和过渡的桥梁。

正因为如此，我们才可以选择０作为标准 （中间值），用正整数和负整数来

刻画一对具有相反意义的量，比如刻画温度、标记存取钱、表达结余与亏损等。

但是，将０看作自然数也引发了一些问题，比如，０作除数会怎样？０是质
数还是合数？最小的一位数是几？０的约数是多少？０是任何一个自然数的倍数
吗？这些问题，在小学数学教育界曾经引起较大争论，但至今尚无定论。

鉴于此，本书提醒各位读者：０只是一个自然数，对它的意义和特性不要过
分追究，否则在小学阶段很难向学生解释，也会引发一连串的问题，反而干扰
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学生的正常学习。


��� ０


的历史

数字０的出现，是数学史上的重大创造。０一直被认为是阿拉伯数字，但它
的起源在印度和中国。

３—６世纪，古代印度产生了十进制计数法，规定出十个数字符号。起初，
古印度人用 “·”表示空位，后来演变成 “０”。在古代印度，０的梵文名称为
ｓｕｎｙａ，汉语译为 “舜若”，意为 “空”。一切皆空，这是０的特性，反映了古代
印度佛教认识万物的痕迹。

古代中国将算筹摆成不同的形状来记录数字。１～９都用算筹表示，０用空
位表示。后来用 “□”，为了便于书写，演化成圆圈 “○”。用 “○”代表零最
早见于１１８０年的 《大明历》。到了１２４７年，宋元时期的数学家秦九韶就大量使
用 “○”。

符号０刚引入到西方时，曾经引起西方人的困惑。当时西方认为所有数都
是正数，而０这个数字会使很多算式逻辑不能成立 （比如除以０）。甚至认为是
魔鬼数字，而被禁用。直至十五六世纪，０和负数才逐渐为西方人所认同，西方
数学才有了快速发展


。

２整数１
第二个特殊整数是１，其特殊性表现在：１是构成自然数的单位，由它构成

其他非零自然数；１是乘法的不变元，也就是说任何数乘１还等于自身；乘法有
了不变元，才有逆元 （也就是通常说的倒数），为除法奠定基础；１既不是质
数，也不是合数；１在分数中，被视作整体，常叫作单位１；在比的问题中，１
作为基准量。

１具有相当丰富的数学性质：任何数除以１都等于它的本身；两个互质数的
最大公因数是１；１的因数只有它本身，是任何正整数的公因数；１的倒数是１；
１的绝对值还是１；１的算术方根还是１；１是最小的完全平方数；任何数的１次
方都为原数；１的任何次幂都是１。


��� １


的文化

“一”的古代写法是 “鰄”，在以部首检字法为主的中文字典中，“一”往

往是第一个部首和第一个字。

在人类文化中，“一”被赋予了万物之始的意义：“惟初太极，道立于一，
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造分天地，化成万物，凡一之属皆从一。” （《说文解字》）英文中也以 “Ｔｈｅ
ＧｒｅａｔＯｎｅ”（伟大的一）指代圣经中的上帝耶和华。

在哲学上，尤其是 《老子》中， “一”的含义更加广泛： “道生一，一生

二，二生三，三生万物。万物负阴而抱阳，冲气以为和。”意思是：一乃万物之

始，古代哲人把一作为万物之始，叫作太极，太极生两仪，两仪生四象，四象

生八卦。

在乐理中，简谱上的ｄｏ音用１表示。在比赛中，１代表得到第一名，代表
比赛优胜


。

练　习　一

１读出下面各数。
４３５７１６００；９００００５６０００１；７５６００４０８０；１０８０００００１０４；８４００５７３０００。

２儿童在写数时，有时会把 “十二”写成 “１０２”，请分析其中的原因，并说说
你的教学建议。

３阐述基于自然数序数理论的加法和乘法定义，并基于该归纳定义计算６＋４和
６×４。

４任意两个自然数ａ和ｂ，定义新运算，使得以下等式成立：０ａ＝ａ；ａｂ＝
（ａ－１）ｂ＋ａｂ。试求３７的值。

５自然数Ａ＝ａｂ（５），Ｂ＝ｂａ（５），如果Ａ与Ｂ所表示的十进制数相差１２，求Ａ和Ｂ。
６计算１４－６，有以下几种方法，说说每种方法的道理。
①从１４起往回数数，１３，１２，１１，１０，９，８，结果为８；
②从１４中减去４得１０，再从１０中减去２得８，结果为８；
③从１０里减去６得４，再４＋４＝８，结果为８；
④因为６＋８＝１４，所以１４－６＝８。

７在自然数范围内，证明下面各式的结论。
（１）ａ－（ｂ＋ｃ） ＝ａ－ｂ－ｃ；
（２）ａ－（ｂ－ｃ） ＝ａ－ｂ＋ｃ；
（３）ａ÷（ｂ÷ｃ） ＝ａ÷ｂ×ｃ；
（４）ａ÷（ｂ×ｃ） ＝ａ÷ｂ÷ｃ。

８阐述加法 “和不变的性质”，并用它计算４６５＋４９６。
９阐述减法 “差不变的性质”，并用它计算４６５－１９６。
１０计算３２×１２时，有以下几种方法，说一说每种方法的道理。
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（１）３２×４＋３２×８；（２）３２×６×２；（３）３２×１０＋３２×２。
１１甲说：因为０×０＝０，所以０÷０＝０。
乙说：因为０×１＝０，所以０÷０＝１。
他们的说法对吗？为什么？根据自己的理解，说一说０为什么不能作除数。

１２小学数学中，自然数的除法有两种类型，即等分除与包含除，请举例说明。
１３某个除法算式中，商是整数没有余数。某个粗心的同学误把最高位上的数字
３写成了８，得到的商增加了 １９，余数是 ３。那么原来算式中除数最小是
多少？

１４阐述负整数的数学本质，并计算 （－６） －（－４）和９－（－４）。
１５认真阅读人教版教材引入 “有理数乘法”的情境，分析教材的设计意图，

并给予评论。

一只蜗牛沿着直线ｌ爬行，它现在的位置恰好在 ｌ上的点 Ｏ。根据生活
经验推断：

如果蜗牛一直以每分钟 ２厘米的速度向右爬行，３分钟后它在什么
位置？

如果蜗牛一直以每分钟 ２厘米的速度向右爬行，３分钟前它在什么
位置？

如果蜗牛一直以每分钟 ２厘米的速度向左爬行，３分钟后它在什么
位置？

如果蜗牛一直以每分钟 ２厘米的速度向左爬行，３分钟前它在什么
位置？

１６认真阅读北师大版教材引入 “有理数乘法”的情境，分析教材的设计意图，

并给予评论。

计算下面的算式：

（－３） ×３＝－９
（－３） ×２＝－６
（－３） ×１＝－３
（－３） ×０＝０
在此基础上，猜想

（－３） ×（－１） ＝
（－３） ×（－２） ＝
（－３） ×（－３） ＝
等算式的结果，进而归纳出有理数乘法法则。
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